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1 시작하면서

1.1 NIM

NIM은 “일단의 대상을 두고 두 사람이 번갈아 가면서 가져가는 게임”이라고 했다. (p26) 여
기서는 NIM의 정확한 수학적 정의를 내리지는 않고 예를 몇 개 들면서 알아보기로 하겠다.

예제 1.1 (p25: 1.2.5) 16개의 동전이 탁자 위에 놓여 있다. 갑과 을이 게임을 하는데 갑부터
시작하여 번갈아 한 번에 4개 이하의 동전을 가지고 갈 수 있다. 맨 마지막 동전을 가지고
가는 사람이 이긴다고 할 때 갑이 이기기 위한 전략은?

(풀이). 이 게임의 “상태”는 현재까지 가져간 동전의 개수로 나타낼 수 있다. 상태들의 전체

집합은 S
def
= {0, . . . , 16}이고 “종료 승리상태”는 w = 16 ∈ S이다. 종료 승리상태를 만드는 사람이

이긴다.

“승리상태 집합”을 W = {16, 11, 6, 1}로 정의하면 이 집합은 다음의 성질을 가진다: (1) W에
속하는 상태를 받은 사람이 move 하면 반드시 W 밖으로 나간다. (2) W의 여집합에 속하는
상태를 받은 사람은 잘 하면 W 안으로 들어올 수 있다. (3) 종료 승리상태 w는 W의 원소

이다.

처음에 갑이 받은 상태 0은 W 바깥의 원소이므로 1개를 가져가서 상태 1 ∈W를 만들고,

이후로 계속 W의 원소만 상대방에게 되돌려 주면 이긴다. a

NIM 게임에서의 승리상태 집합의 성질 (1), (2), (3)을 좀 더 수학적으로 정의하면 다음과
같다. 함수 f : S → P(S)를

f(x) = {y
∣∣ y is obtained from x by a single move} (∗)

로 정의하면

(i) (∀x ∈W )(f(x) ∩W = ∅)

(ii) (∀x 6∈W )(f(x) ∩W 6= ∅)

(iii) w ∈W

(∗∗)

예제 1.2 위에서 정의한 f에 대하여 f(0), f(1), f(12)를 계산하고 이들이 (∗∗)를 만족함을 확
인하여라. a

예제 1.3 (p26:게임①) 2개의 통에 각각 m, n 개의 동전이 담겨 있다. 갑과 을이 게임을 하는데

규칙은 다음과 같다.

(1) 갑부터 시작하여 번갈아 1개 이상의 동전을 가져간다.

(2) 한 번 가져갈 때는 하나의 통에서만 가져간다. (한 통에서 1개, 다른 통에서 2개 이런
식으로 가져갈 수 없다.)

(3) 마지막 동전을 가져가는 사람이 이긴다.

승리전략을 구하여라. (∗)에서 정의한 f에 대하여 f(2, 3)은 무엇인가?
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(풀이).

S = {(i, j)
∣∣ 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n}

W = {(i, i)
∣∣ 0 ≤ i ≤ min(m,n)}

w = (0, 0)

조건 (∗∗)가 만족됨을 확인할 수 있을 것이다. m 6= n인 상태에서 게임을 시작하면 갑이 이길

수 있다.

예를 들어 f(2, 3) = {(0, 3), (1, 3), (2, 0), (2, 1), (2, 2)}에는 W의 원소 (2, 2)가 존재한다. a

예제 1.4 (p27:게임②) k ≥ 3 개의 통에 각각 n1, . . . , nk 개의 동전이 담겨있다. 규칙은 게임

①에서와 같다.

(풀이). k = 3, n1 = 1인 경우를 예로 하여 설명을 시작하겠다.

S = {(i, j, ℓ)
∣∣ 0 ≤ i ≤ 1, 0 ≤ j ≤ n2, 0 ≤ ℓ ≤ n3}

W = {x⃗ ∈ S
∣∣ (∃m)

(
x⃗ = (1, 2m, 2m+ 1) or x⃗ = (1, 2m+ 1, 2m) or x⃗ = (0,m,m)

)
}

w = (0, 0, 0)

승리집합 조건 (∗∗)이 만족됨을 확인할 수 있을 것이다. a

우리는 승리집합 조건을 함수 f : S → P(S)를 사용하여 나타내었는데, 다음과 같이 2
항관계 ⇝를 사용하는 방법도 있다. 각 x, y ∈ S에 대하여

x⇝ y ⇔ y is obtained from x by a single move (1.1)

로 정의하면 (∗∗)은 다음과 같이 쓸 수 있다.

(i) (∀x ∈W )(∀y ∈ S)(x⇝ y → y 6∈W )

(ii) (∀x 6∈W )(∃y ∈W )(x⇝ y)

(iii) w ∈W

(∗∗∗)

NIM의 예를 하나 더 들어 보겠다. k = 3이고 n1 = 14, n2 = 3, n3 = 7로 둔다. S와 w

는 당연한 방법으로 정의하면 되므로 이들에 대한 정의는 생략하기로 하자. W의 정의는 좀

복잡하다. 일단 (i, j, ℓ) ∈ S의 각 성분을 2진법으로 나타낸다. 예를 들어 초기 상태 (14, 3, 7)

은

14 = 1 1 1 0
3 = 0 0 1 1
7 = 0 1 1 1

이다. 이 표의 오른쪽 부분의 3 × 4 행렬에 주목한다. 각 열에 대해서 1의 개수가 짝수개인
것을 짝수열, 홀수인 것을 홀수열이라고 부른다. 위의 행렬에서 왼쪽에서 1번째와 3번째 열이
홀수열이고, 2번째와 4번째 열은 짝수열이다.
이제 W는
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“모든 열이 짝수열인 상태”

들의 집합으로 정의한다. 이제 (∗∗∗)에서 기술한 조건 (i), (ii), (iii)이 모두 만족됨을 보이겠다.

우선 (iii)는 아주 쉽게 확인된다.

(i)이 만족됨을 확인해 보기 위하여 위의 예에서 14개의 동전이 들어 있는 통에서 10개를
꺼내 보자. 결과로 얻은 상태 x는 다음과 같다.

4 = 0 1 0 0
3 = 0 0 1 1
7 = 0 1 1 1

x ∈W는 쉽게 확인된다. 이런 승리상태에서 어느 통이든 하나를 골라 몇 개든 동전을 꺼내면

그 결과로 얻은 상태는 반드시 홀수열을 포함하게 됨을 보여야 한다. 조금만 생각해 보면 이건

지극히 당연하다. 하나의 행을 골라 그것의 숫자를 줄이면 그 행에 속하는 적어도 하나의 열은

바뀌어야 한다. 0이었다면 1로, 그리고 1이었다면 0으로. 그러므로 행렬에서 그 열은 1이 하나
늘거나 줄어들게 되며, 따라서 짝수열이었던 것이 홀수열로 바뀌게 될 것이다.

(ii)가 만족됨을 보이는 것이 가장 까다롭다. 홀수열이 단 하나만 있는 상태라면 쉽다. 그

리고 홀수열이 여러 개 있다 해도, 그 모든 홀수열들에서 1을 가지는 행이 존재한다면 쉽다.
왜냐하면 이런 경우에는 그 행에 속한 홀수열들에 있는 숫자만 1에서 0으로 바꾸면 되기
때문이다. (14, 3, 7)T에서 (4, 3, 7)T를 얻은 것이 바로 이런 경우에 해당한다. (12, 3, 5)T 6∈ W

같은 경우는 조금 더 까다롭다.

12 = 1 1 0 0
3 = 0 0 1 1
5 = 0 1 0 1

첫째 열과 셋째 열이 홀수열인데, 이 두 열에서 모두 1을 가지고 있는 행은 없기 때문이다.
그러나 여기서 잘 생각해 보면, 홀수열에서 1을 없애는 것이 아니라 새로 만들어 내도 된다!
그러므로 첫째 행에서 첫째 열은 1을 0으로 바꾸고, 셋째 열은 0을 1로 바꾸면 된다. 즉, 12
개의 동전 중에 6개를 꺼내서 6개를 남겨 두면 아래와 같이 W의 원소를 얻게 된다.

6 = 0 1 1 0
3 = 0 0 1 1
5 = 0 1 0 1

이제 일반적인 비승리상태 x 6∈ W에서 승리상태 x ⇝ y ∈ W를 얻는 방법을 설명하겠다. x

를 나타내는 행렬에는 반드시 홀수열이 있다. 홀수열 중에 가장 왼쪽의 것을 골라 거기서 1
을 가진 행을 찾는다. 이런 행이 여러 개 있다면 아무거나 하나 고르면 된다. 이 행을 R이라

하고, 여기서 몇 개의 동전을 빼서 승리상태를 얻을 수 있음을 보이겠다.

홀수열들을 왼쪽부터 차례로 C1, . . . , Cm이라 하자. 그리고 C1은 2d1 , C2는 2d2 , . . ., Cm은

2dm에 대응된다 하자. 그러면 d1 > d2 > · · · > dm이 성립할 것이다. R은 C1에서 1일 것이다.
R에서 2d1 개의 동전을 빼 둔다. (빼서 버리는 것이 아니라 일단 가지고 있는다.) 그러면 이제

홀수열은 하나 줄어들어 C2, . . . , Cm가 남아 있을 것이다. 이제 R의 C2가 0이라면 R에 2d2

개의 동전을 넣어 주고, R의 C2가 1이라면 R에서 2d2 개의 동전을 더 뺀다. 이제 C2는 짝수

열이 되었을 것이다. 이런 식으로 Cm까지 계속 작업한다. 이러한 작업은 가능하다, 왜냐하면

2d1은 2d2 + · · ·+ 2dm보다 크기 때문이다.
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연습문제 1.5 (13, 17, 35, 38)T를 승리상태로 바꾸려면 어떻게 해야 하겠는가? (14, 25, 40, 54)T는

어떠한가? a

연습문제 1.6 3 무더기의 동전을 가지고 하는 NIM 게임의 상태를 {n1, n2, n3}로 나타내었을 때
n1 = 1, n2 = 2n이면 n3 = 2n + 1로 만들면 승리상태가 됨을 보았다. 이를 짝수열의 개념을

사용하여 설명하여라.

만일 n1 = 2, n2 = 4n + 1이면 n3를 어떻게 만들어야 승리상태가 되겠는가? n2 = 4n + 2

이면 어떻게 되는가? 승리상태 중에 n1 = 3인 것들의 집합 W3를 기술하여라. 또한 n1 = 4,

n1 = 5에 대한 W4와 W5도 각각 기술하여라. a

2 순열과 조합

2.1 순열과 조합의 기본

(p37, pp46–47) (유한)집합 X의 순열(permutation)은 X의 모든 원소를 “중복과 누락없이 일

렬로 나열한 것”이다. 흔히 순열을 순열의 개수와 혼동하는데 이는 바람직하지 않다. 또한

‘순열의 개수’를 ‘순열의 수’라고 쓰는 경우도 흔한데 이것 역시 피해야 할 표현이라고 본다.

위의 정의를 엄격하게 하자면 집합 X의 순열은 X의 원소의 개수를 n이라 했을 때 |X | def
=

{1, . . . , n}에서 X로 가는 전단사 함수를 뜻한다.

X의 일부 원소만 취하여 일렬로 나열한 것도 순열이라 한다. k ≤ |X | 개의 원소를 취하여
일열로 배열한 것을 X의 k-순열이라고 하며 수학적으로는 단사함수 σ : {1, . . . , k} → X로

나타낼 수 있다.

X = {a, b, c, d}일 때 X의 3-순열 중 2개, σ1과 σ2를 아래에 보였다.

σ1(1) = c, σ1(2) = b, σ1(3) = a

σ2(1) = b, σ2(2) = d, σ2(3) = c

순열을 나타낼 때 위와 같이 쓰는 것은 번거롭고 불편하므로 그 대신 통상 아래와 같이 나타

낸다.

σ1 = cba, σ2 = bdc

순열을 함수로 보면 순열의 합성 등을 자연스럽게 생각할 수 있다. 이에 대한 내용은 교재의

pp46–50에 나오는데 이것은 통상 이산수학에서보다는 추상대수학(abstract algebra)에서 많이
다루는 토픽이다.

원소의 개수가 n인 집합을 n-집합이라고 부르기로 한다. n-집합의 k-순열의 개수는

nPk =
n!

(n− k)!
=

k 개︷ ︸︸ ︷
n(n− 1) · · · (n− k + 1) (2.1)

로 주어지며 이는 교재에 나와 있는 대로 (p38:정리 2.1.1) 점화식

nP0 = 1

nPk = nPk−1 · (n− (k − 1)) (2.2)
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을 써서 (k에 대한 수학적 귀납법을 이용하여) 증명할 수 있다. 점화식 (2.2)가 성립하는 이유
를 수학적으로 엄격하게 설명하기 위하여는, n-집합의 k-순열들의 집합에 “순열의 앞부분의
k− 1부분수열이 동일함”이라는 동등관계를 주어 분할하면 동등류들의 개수가 nPk−1이고 각

동등류의 원소의 개수는 n− (k − 1)로 일정하다는 사실을 이용하면 된다.

이것보다 좀 더 흥미로운 점화식으로

nP0 = 1

nPk = n−1Pk + k · n−1Pk−1 (2.3)
가 있다. n이 나타나는 순열들과 그렇지 않은 순열들로 분할하여 생각하면 이 점화식을 설명

할 수 있을 것이다. 이 점화식을 이용하여 (2.1)을 증명해 보라.

연습문제 2.1 점화식

nP0 = 1, nPk = n · n−1Pk−1

은 어떤가? 여기에서는 어떠한 분할이 사용되었는가? a

집합의 k-부분집합은 그 집합의 부분집합으로서 원소의 개수가 k인 것을 말한다. 집합의

k-조합(combination)은 곧 k-부분집합을 뜻한다. n-집합의 k-조합의 개수는

nCk =

(
n

k

)
=

n!

(n− k)!k!
=

nPk

k!
(2.4)

로 주어지며 이는 교재의 (53쪽:정리 2.2.1)에 있듯이 nPk = nCk · k!로부터 유도할 수도 있고,
(교재 88쪽, 강의노트 14쪽)에 있듯이 파스칼의 삼각형에서 ㄱ-법칙이 성립함을 이용하여 수
학적 귀납법으로 증명할 수도 있다.(

n
k

)
는 {1, 2, . . . , n}의 “증가하는 k-수열”(순증가 k-수열)들의 개수와 같다. 예를 들어 k = 3

일 때
(
n
3

)
=
∣∣{(x1, x2, x3) ∈ N3

∣∣ 1 ≤ x1 < x2 < x3 ≤ n}
∣∣이다.

주의 2.2 식 (2.4)는 n < k, 또는 k < 0인 경우에는 계산할 수 없는데 이런 경우에는 nCk = 0

로 두기로 한다. a

순열과 조합의 개수에서 자주 등장하는 팩토리얼 함수 n!은 n이 커짐에 따라 대단히 빨리

증가하는 특성을 가지고 있는데, 큰 n에 대하여 n!이 몇 자리 수인가, 즉 n! = α×10m, |α| < 1

으로 두었을 때 m의 대략적인 값을 (계산기를 써서) 알아보려면 스털링의 공식을 쓰면 된다.

(교재 42쪽)

n! ≈
√
2πn

(n
e

)n
(2.5)

2.2 여러 가지 순열 ·조합

이 절에서 우리는 일반화된 조합, 다중집합의 순열, 중복순열, 중복조합 등의 개념들을 공부할

것이다.

정의 2.3 (p70) “집합 X의 원소들을 서로 구별되는, 크기가 정해진 k개의 상자에 나누어 넣은

것”을 X의 일반화된 조합이라고 한다. 이 정의에서 겹따옴표 안의 내용을 좀 더 수학적으로
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엄격하게 말해 보자. |X | = n으로 두고, 각 상자의 크기를 n1, . . . , nk라 하자.

n1 + · · ·+ nk = n을 만족하는 음아닌 정수 n1, . . . , nk이 주어졌을 때 집합

{(X1, . . . , Xk)
∣∣ |X | = n, |Xi | = ni,

⋃n
i=1Xi = X} (2.6)

의 원소들을 일반화된 조합이라 하고, 이 집합의 원소의 개수를(
n

n1, . . . , nk

)
= C(n;n1, . . . , nk)

로 나타낸다. a

집합 (2.6)의 조건으로부터 Xi들은 쌍마다 서로소임을 알 수 있다.

단평 2.4 수학에서는, 특히 이산수학에서는 “. . .”를 많이 사용하는데 이런 경우 반드시 초항과
말항 그리고 원소의 개수를 명확히 밝혀 두는 것이 좋다. 무한수열에서는 처음 몇 개의 항의

값들과 아울러 항의 개수가 무한임을 적시하도록 한다. a

예제 2.5 X = {1, 2, 3, 4, 5}일 때 X의 (2,1,2)-조합은 (X1, X2, X3) 형태이며 이때 Xi들은 X의

분할을 이루고, |X1 | = 2, |X2 | = 1, |X3 | = 2이다. 이들의 총 개수는 5!
2!·1!·2! =

120
4 = 30이다.

이들 중에 1 ∈ X1, 2 ∈ X2인 것들을 모두 나열하면 ({1, 3}, {2}, {4, 5}), ({1, 4}, {2}, {3, 5}),
({1, 5}, {2}, {3, 4})의 3개가 있다. a

단평 2.6 (p71: 2.3.5)
(

n
n1,...,nk

)
의 값을 구하기 위하여 k = 4인 경우를 생각해 보면

(
n

n1, . . . , n4

)
=

(
n1 + n2 + n3 + n4

n1

)(
n2 + n3 + n4

n2

)(
n3 + n4

n3

)(
n4

n4

)
=

(n1 + n2 + n3 + n4)!

n1!(n2 + n3 + n4)!

(n2 + n3 + n4)!

n2!(n3 + n4)!

(n3 + n4)!

n3!(n4)!

(n4)!

n4!(0)!

=
(n1 + n2 + n3 + n4)!

n1!n2!n3!n4!
=

n!

n1!n2!n3!n4!

를 얻는다. 일반적으로(
n

n1, . . . , nk

)
= C(n;n1, . . . , nk) =

n!

n1! · · ·nk!
(2.7)

이 된다.

일반화된 조합에서 k = 2인 경우는 Xc
1 = X2이고

(
n

n1,n2

)
= n!

n1!·(n−n1)!
이므로 이것은 곧

통상적인 조합이다. 즉,
(
n
r

)
=
(

n
r, n−r

)
이다. a

정의 2.7 (p66, p72) 원소의 중복을 허용하는 집합을 다중집합이라고 하고

{
n1개︷ ︸︸ ︷

a1, . . . , a1,

n2개︷ ︸︸ ︷
a2, . . . , a2, . . . ,

nk개︷ ︸︸ ︷
ak, . . . , ak} = {n1 × a1, n2 × a2, . . . , nk × ak}

로 나타낸다. 이 다중집합의 순열을 일반화된 순열이라고 하고 이들의 개수를 P (n;n1, . . . , nk)

로 나타낸다. a
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단평 2.8 다중집합의 순열을 응용하는 대표적인 문제로 바둑판 도로망에서의 (2차원 또는 3
차원) 최단경로 문제가 있다. (p74) 도로망의 일부가 막혀 있을 때의 문제들도 생각해 보라. a

예제 2.9 다중집합 {2× a1, 1× a2, 2× a3}의 순열은 y1y2y3y4y5 형태이며, 이때 yj ∈ {a1, a2, a3}
이고

∣∣{j ∣∣ yj = a1}
∣∣ = 2,

∣∣{j ∣∣ yj = a2}
∣∣ = 1,

∣∣{j ∣∣ yj = a3}
∣∣ = 2이다.

이 일반화된 순열들 중에 첫째 원소가 a1, 둘째 원소가 a2인 것은 a1a2a1a3a3, a1a2a3a1a3,

a1a2a3a3a1 등 3개가 있다.
이 3개 중 첫번째인 a1a2a1a3a3에서 a1의 ‘위치’들의 집합을 X1, a2의 ‘위치’들의 집합을

X2, a3의 ‘위치’들의 집합을 X3라 하면 X1 = {1, 3}, X2 = {2}, X3 = {4, 5}, 즉 (X1, X2, X3) =

({1, 3}, {2}, {4, 5})이며 이것은 {1, 2, 3, 4, 5}의 (2, 1, 2)-조합이다.
a1a2a3a1a3와 a1a2a3a3a1에 대해서도 이런 작업을 하여 (X1, X2, X3)를 얻으면 이들은 각

각 예제 2.5에서 얻은 일반화된 조합들 ({1, 4}, {2}, {3, 5}), ({1, 5}, {2}, {3, 4})과 대응된다. a

정리 2.10 (p72)

P (n;n1, . . . , nk) = C(n;n1, . . . , nk) (2.8)

Proof. n1 + · · ·+ nk = n > 0라 하자.

|X | = n인 집합 X의 (n1, . . . , nk)-조합은

(1) |Xi | = ni for i = 1, . . . , k이고

(2) X1 ∪ · · · ∪Xk = X인

(X1, . . . , Xk) 를 뜻한다. (이것은 집합론에서 정의하는 X의 ‘분할’과 무엇이 다른가?) 이러한

‘일반화된 조합’ 전체의 집합을 C라 했을 때 |C|는 정의에 의해서 C(n;n1, . . . , nk)이다.

다중집합 {∞×a1, . . . ,∞×ak}의 (n1, . . . , nk)-순열은 {n1×a1, . . . , nk×ak}의 순열을 뜻한
다. 이러한 ‘일반화된 순열’ 전체의 입합을 P라 했을 때 |P|는 정의에 의해서 P (n;n1, . . . , nk)

이다.

|C| = |P|를 보이기 위하여 일반성의 손실없이 X = {1, 2, . . . , n}으로 가정하고 전단사
함수 f : C→ P를 다음과 같이 구성한다.

f(X⃗) = y⃗, where

X⃗
def
= (X1, . . . , Xk),

y⃗j = ai ⇔ j ∈ Xi, (1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ n).

먼저 모든 X⃗ ∈ C에 대해서 f(X⃗) ∈ P를 보인다. 그 다음 f가 단사임과 전사임을 보인다.

예제 2.11 C(8; 3, 2, 3) = |C|로 두었을 때 C의 원소 중 하나를 예로 들면

({1, 3, 5}, {6, 8}, {2, 4, 7}) def
= X⃗

이 있다. P (8; 3, 2, 3) = |P|로 두었을 때 P의 원소 중에 위에서 정의한 X⃗에 대응하는 것은

무엇인가?

P (8; 2, 4, 2) = |P|로 두었을 때 P의 원소 중 하나를 예로 들면

a3a2a2a3a1a2a1a2
def
= y⃗
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가 있다. C(8; 2, 4, 2) = |C|로 두었을 때 C의 원소 중에 위에서 정의한 y⃗에 대응하는 것은

무엇인가? a

정의 2.12 (p67) 다중집합에서 ni들이 모두 ∞인 경우를 무한다중집합이라고 부른다. 무한다
중집합 {∞×a1, . . . ,∞×an}의 k-순열은 n-집합의 k-중복순열이라고 부르고 이것들의 개수는
nΠk = nk 이다. a

정의 2.13 (p75) 무한다중집합 {∞ × a1, . . . ,∞× an}의 k-조합을 n-집합의 k-중복조합이라고
부르고 이것들의 개수를 nHk로 나타낸다. a

정의 2.14 정수 n ≥ 0과 임의의 집합 X에 대하여 “길이가 n인 X의 원소들의 유한열(finite
sequence)”이란 정의역이 {1, 2, . . . , n}이고 공역이 X인 함수를 뜻한다. 길이를 언급하지 않고

그냥 “유한열”이라고 한다면 이는 적당한 n ≥ 0에 대하여 길이가 n인 유한열이라는 뜻이다.

X가 기호들의 집합일 때는 유한열을 문자열(string)이라고 한다. ‘기호’는 무정의 용어

이며 직관적으로는 a, b, . . ., A,B, . . ., 0, 1, . . ., +,×,÷, . . . 등을 뜻한다고 보면 된다. 기호를
글자(letter)라고 하기도 한다. 기호들로 이루어진 집합을 알파벳(alphabet)이라고 한다.
예를 들어 길이 3인 {0, 1, . . . , 9}의 어떤 문자열의 그래프(함수의 그래프를 뜻함.)가 {(1, 3),

(2, 8), (3, 2)}라면 이 문자열은 그냥 편하게 382로 나타내면 된다. a

단평 2.15 이산수학에서는 개수를 세는 문제가 많은데, 이 모든 문제들은 결국 어떤 집합의
원소의 개수를 세는 것으로 귀착된다. 그리고 대부분의 경우 이 집합은 유한열들, 즉 어떤

함수들의 집합이 된다.

예를 들어 n-집합의 k-순열의 개수 nPk는 아래에 보인 집합의 원소의 개수를 뜻한다.

{f
∣∣ Dom(f) = {1, . . . , k}, Ran(f) = {1, . . . , n}, f는 단사} (2.9)

n-집합의 k-중복순열의 개수 nΠk는 (2.9)의 집합의 조건들 중에서 “f는 단사”를 삭제하여
얻은 집합의 원소의 개수를 뜻한다.

nCk에 대응하는 집합은 (2.9)의 집합의 조건에 “f는 증가함수”, 즉 (∀i < j)(f(i) < f(j))

를 추가하여 얻는다. (이것은 강의노트 6쪽에 설명한 “순증가 k-수열’이다.) 그리고, 곧 이어서
공부하게 될, 중복조합의 개수 nHk에 대응하는 집합은 (2.9)의 집합의 조건들에서 “f는 단사”
를 삭제하고 “f는 단조증가함수”, 즉 (∀i < j)(f(i) ≤ f(j))를 추가하여 얻는다. 다시 말해서

중복조합은 단조증가 k-수열이라고 보면 될 것이다.
조금 더 복잡한 예로 C(n;n1, . . . , nk)와 P (n;n1, . . . , nk)에 대하여 각각 이에 대응하는 집

합 C, P는 아래와 같다.
C = {f

∣∣ Dom(f) = {1, . . . , k}, Ran(f) = P({1, . . . , n}), (∀i ≤ k)(|f(i)| = ni)},

P = {f
∣∣ Dom(f) = {1, . . . , n}, Ran(f) = {1, . . . , k}, (∀i ≤ k)(

∣∣f−1(i)
∣∣ = ni)}.

위의 내용은 정리 2.10에 이미 나와 있지만, 여기서 엄격하게 함수들의 집합의 형식을 취해
보았다. a

단평 2.16 중복조합의 개수를 계산하는 식으로

nHr =

(
n+ r − 1

r

)
(2.10)

이 성립한다. 위의 식은 디오판투스 방정식의 해의 개수를 세는 문제에서 유도할 수 있다. a
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예제 2.17 디오판투스 방정식

x1 + · · ·+ xn = r, (r ≥ 0, n ≥ 1) (2.11)

의 음아닌 정수해의 개수를 구해 보자. 이것은 구별되고 크기가 정해지지 않은 n개의 상자

에 구별 안 되는 r개의 바둑알을 넣는 문제로 생각할 수 있다. 즉 상자1, . . ., 상자n에 넣은

바둑알의 개수를 각각 x1, . . . , xn으로 보는 것이다. 즉, 우리가 구하는 것은 (2.11)을 만족하는
모든 유한열 (x1, . . . , xn)들로 이루어진 집합의 원소의 개수이다.

쉽게 접근하기 위하여 n = 3, r = 5인 경우를 생각해 보자. (p74, 예제 2.3.7) 각각의 해를
다음과 같은 방법으로 하나의 {5× o, 2×+}-순열에 대응시킨다. 예를 들어 해 3+1+1 = 5는

ooo+o+o에 대응되고, 해 0+2+3 = 5는 +oo+ooo로 대응되게 하는 것이다. 이러한 순열의

개수는 P (7; 5, 2) =
(
5+(3−1)

5

)
이다. 우리의 다중집합에는 o가 “바둑알의 개수”만큼 있고, +가

“변수의 개수 − 1”만큼 있다. 그러므로 일반적인 경우에 해의 수는

P (r + (n− 1); r, n− 1) =

(
n+ r − 1

r

)
=

(
r + (n− 1)

n− 1

)
= nHr

이다. (
(
n+r−1
n−1

)
은 r이 변하여도 “choose의 아랫수”가 일정하다는 장점이 있다.)

nHr은 무한다중집합 A
def
= {∞ × a1, . . . ,∞× an}의 r-조합의 개수로 정의되었다.(p75) A

의 r-조합은 {
x1개︷ ︸︸ ︷

a1, . . . , a1, . . . ,

xn개︷ ︸︸ ︷
an, . . . , an}, (x1 + · · ·+ xn = r) 형태이므로 이러한 것들의 개수는

디오판투스 방정식 (2.11)의 해의 개수와 일치한다. a

위의 논의에서 “1대1 대응”의 개념을 여러 번 사용한 것에 주목하자. 우리는 무한다중집
합의 r-조합을 디오판투스 방정식의 해와 대응시키고, 다시 이를 다중집합의 순열에 대응시
켰다. 좀 더 엄격하게 말하자면 A = “무한다중집합의 r-조합들의 집합”에서 B = “디오판투스

방정식의 해들의 집합”으로 가는 전단사함수를 구성하였고, 다시 B에서 C = “다중집합의

순열들의 집합”로 가는 전단사함수를 구성하였다.

경̇우̇의̇ 수̇를̇ 센̇다̇는̇ 것̇은̇ 결̇국̇ 어̇떤̇ 집̇합̇의̇ 원̇소̇의̇ 개̇수̇를̇ 알̇아̇내̇는̇ 것̇이며, 집합 A의

원소의 개수는 그것과 1대1 대응되는 다른 집합 B의 원소의 개수와 같으므로, A의 원소를

세는 것보다 B의 원소의 개수를 세는 것이 쉽다면, 이러한 B를 찾는 것이 우리가 할 일이

된다. 앞서 말했듯이 A의 원소는 통상 순열, 조합(부분집합), 유한열, 문자열(string) 등이다.

예제 2.18 (p79, #2.3.13) 11권의 책이 책꽂이에 나란히 일렬로 꽂혀 있다. 이 중 4권을 뽑되
뽑힌 책들은 서로 인접하지 않도록(않았었도록) 하는 방법의 개수를 구하여라.

(풀이). 교재와 다른 각도에서 접근하겠다. 11권의 책들을 집합 {1, 2, . . . , 11}로 나타내고 뽑힌
4권의 책들을 {1, 3, 8, 10}, {4, 7, 9, 11}등의 부분집합으로 나타내기로 한다. 그렇다면 구하는
답은 아래의 집합의 원소의 개수이다.

{(x1, x2, x3, x4)
∣∣ 1 ≤ x1, x4 ≤ 11, x1 + 1 < x2, x2 + 1 < x3, x3 + 1 < x4} (2.12)

y1 = x1, y2 = x2 − 1, y3 = x3 − 2, y4 = x4 − 3으로 두면 집합 (2.12)는 전단사 함수

(x1, x2, x3, x4) 7→ (y1, y2, y3, y4)
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에 의하여 집합

{(y1, y2, y3, y4)
∣∣ 1 ≤ y1 < y2 < y3 < y4 ≤ 8} (2.13)

과 1대1 대응됨을 알 수 있다. 그리고 집합 (2.13)은 다시 아래의 집합과 1대1 대응된다.

{{y1, y2, y3, y4}
∣∣ 1 ≤ y1, y2, y3, y4 ≤ 8, } (2.14)

그리고 (2.14)의 원소의 개수는 다름 아닌
(
8
4

)
= 70이다. a

연습문제 2.19 중복조합들의 개수 공식 nHr = n+r−1Cr을, 아래의 집합 A와 1대1 대응되는
집합 B를 찾아 원소의 개수를 셈으로써 얻어보라. (단조증가 r-수열)

A
def
= {(x1, . . . , xr)

∣∣ 1 ≤ x1 ≤ x2 · · · ≤ xr ≤ n} a
연습문제 2.20 다음의 조건을 만족하는 함수 f들의 개수를 구하여라.

f : {1, 2, 3, 4, 5} → {1, 2, . . . , 19}

f(n+ 1) ≥ f(n) + n, for n ∈ {1, 2, 3, 4} a

예제 2.21 (p65: #13.(1)) 자연수 m, n, k에 대한 다음의 등식을 조합론적 방법으로 증명하라.(
m+ n

2

)
=

(
m

2

)
+

(
n

2

)
+mn

(풀이). 좌변은 m+ n개의 원소를 가진 집합에서 2개의 원소를 뽑는 방법의 개수이다. 즉, m
개의 원소를 가진 집합 A와 n개의 원소를 가진 집합 B가 서로소일 때, A ∪ B에서 2개의
원소를 뽑는 것인데 이것은 다음 3 가지의 경우로 분할된다.(즉, 중복과 누락없이 나누어진다.)
① A에서만 2개의 원소를 뽑는 경우, ② B에서만 2개의 원소를 뽑는 경우, ③ A에서 1 개,
B에서 1개의 원소를 뽑는 경우. 이 각각의 경우에 뽑는 방법의 수를 합한 것이 우변이다.
그러므로 좌변 = 우변이다. a

예제 2.22 (p65: #14.(1), Vandermonde의 항등식) 자연수 m, n, k에 대한 다음의 등식을 조

합론적 방법으로 증명하라.

(
m+ n

k

)
=

k∑
i=0

(
m

i

)
·
(

n

k − i

)

(풀이). 이것은 바로 위의 문제에서 2를 k로 일반화한 것이다. 이때는 k개의 원소를 뽑는 것은

k + 1 가지의 경우로 분할된다. 즉, i = 0, . . . , k에 대해서 A에서 i개, B에서 k − i개를 뽑는

것이다. 위 식의 우변은 분할의 각 경우에 대한 방법의 개수들을 합한 것이므로 좌변과 같다.

여기서 i > m 또는 k − i > n인 경우에는
(
m
i

)
·
(

n
k−i

)
= 0임에 유의하라. (더 엄격하게 하려면

A에서 뽑은 원소는 B에서 뽑은 원소들과 관계가 없으므로(각 집합에서 뽑아야 할 원소의

개수가 일단 정해지면, 그 다음 각 집합에서 어떤 원소를 뽑는가는 독립적이다) 방법의 수를

곱한다는 말까지 해야 할 것이다.) a

예제 2.23 (p65: #13.(2), Newton의 항등식) 자연수 n, m, k에 대한 다음의 등식을 조합론적

방법으로 증명하라.(
n

m

)
·
(
m

k

)
=

(
n

k

)
·
(
n− k

m− k

)
11



(풀이). 좌변의 조합론적 의미는 왕의 친위병 n명 중에서 m명의 경호대원을 뽑고, m명의

경호대원 중에서 다시 k명의 최측근 경호대원을 뽑는 방법으로 생각하면 된다. 우변은 n명

중에서 최측근 경호대원 k명을 먼저 뽑은 다음에 n−k명의 남은 친위병 중에서 일반 경호대원
m− k명을 뽑는 방법의 개수이다. 이 둘은 서로 같다. a

연습문제 2.24 (p65: #14.(2)) 다음의 항등식은 틀렸음을 보여라.(
m+ n

k

)
=

k∑
i=0

(
m

i

)(
n

i

)
a

연습문제 2.25 (p84: #1) 20 이하의 자연수 4개로 이루어진 집합 A에서 자연수 k가 (1) A의
최소원일 확률, (2) A에서 두 번째로 작은 원소일 확률을 각각 구하여라.

(힌트). 모든 경우의 수(4-부분집합의 개수)는
(
20
4

)
이고, k를 최소원으로 가지는 4-부분집합의

개수는
(
20−k
3

)
이다. a

연습문제 2.26 (p84: #2) 다음의 각 경우에 a, b, c, d, e를 써서 만들 수 있는 길이 3의 문자열의
개수를 구하여라.

(1) 중복 선택 허용

(2) 중복 선택 불허. e가 포함되어야 함. ((힌트). e의 위치)

(3) 중복 선택 허용. e가 포함되어야 함. ((힌트). e의 개수) a

연습문제 2.27 (p85: #16) 연립방정식

x1 + x3 = 6, x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 25

의 음아닌 정수해의 개수를 구하여라.

(힌트). (x1, x3) = (0, 6), (1, 5), . . . , (6, 0)에 대하여 각각 해의 개수를 구한다. a

연습문제 2.28 (p84: #3) 중학생 2명, 고등학생 4명에게 10자루의 연필을 나누어 주려 한다. 중
학생에게는 각각 2자루 이하를 주는 방법의 개수를 구하여라.

(힌트). 모든 학생에 대한 디오판투스 방정식과 각 중학생에 대한 디오판투스 부등식을 생각

한다. 두 중학생에게 주는 연필의 개수 r = 0, 1, 2, 3, 4에 대하여 고등학생에게 연필을 주는

방법의 개수는 4H10−r이다. r = 3, 4일 때는 중학생에게 연필을 주는 방법의 개수가 각각 2, 1
임에 유의할 것. (책의 해답은 틀림.) a

연습문제 2.29 (p85; #9) 1,2,...,8 중 5개를 (중복을 불허하여) 써서 만들 수 있는 5자리의 정수
를 작은 수부터 차례로 쓸 때 25431은 몇 번째 수인가?

(힌트). 1로 시작하는 모든 수는 25431 앞에 나온다. 21, 22, 23, 24로 시작하는 모든 수는 25431
앞에 나온다. 이런 식으로 계속한다. (책의 해답은 틀림.) a

예제 2.30 ‘01’이 꼭 m번 나타나는 길이 n의 {0, 1}-수열의 개수를 구하라. (p84: #8, 책의 해
답은 틀림. (n,m) = (3, 0), (n,m) = (3, 1)인 경우를 생각해 보라.)
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(풀이). 01-수열의 개수를 세는 대신 (x1, . . . , xk)의 개수를 센다.
 

MS 경우 2 세 가사 ten

010 O O I 10 O I 10.0 1 I be5 2m의

지 가 각 개 각 장onoiioiiii.io 批 汕

100 1.10.01 IO O I IO O f 10.0 ki F2Mt1

i Ii i Iit it town110 1.10.01 10 O I 10.0 I I

쒷 쌞ㆁ 게넖게넮

삶 낦 셆
예제 2.31 디오판투스 부등식

x1 + x2 + x3 ≤ 12 (2.15)
의 음아닌 정수해의 개수를 구하여라.

(풀이). 구하는 답은 x1+x2+x3 = k의 정수해의 개수를 k = 0, 1, . . . , 12에 대해서 각각 구하여

모두 더하면 된다. 따라서
∑12

k=0 3Hk가 답이 된다. 그런데 이것보다 더 간단명료한 풀이가

있다.

y = 12− (x1 + x2 + x3)로 두면

y + x1 + x2 + x3 = 12 (2.16)
가 된다. 그리고 (2.15)의 음아닌 정수해들은 (2.16)의 음아닌 정수해들과 1-1대응이 된다. 따
라서 구하는 답은 간단히 4H12가 된다.

방금 우리는 다음의 항등식을 증명하였다.
m∑
k=0

nHk = n+1Hm a

연습문제 2.32 답을 식으로 나타낼 경우, 그 식은 P , C, H ,
∑
등을 사용할 수 있다.

(1) p85: #10 n자리 자연수를 x1x2 . . . xn로 나타내었을 때 x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn을 만족하는

것들 중에서 10만 이하의 자연수는 몇 개 있는가? (힌트). 가장 작은 수(에 대응되는
문자열)는 00001, 가장 큰 수는 99999. 연습문제 2.19 참조.

(2) p85: #14 방정식 x1+ · · ·+x5 = 25의 정수해 중에서 아래의 각 조건을 만족하는 것들의

개수를 구하여라.

13



(a) 각 xi가 양의 홀수. (힌트). yi = (xi − 1)/2

(b) xi ≥ i. (힌트). 바로 아래 문제 (p85: #15)

(3) p85: #15 x1 + x2 + x3 + x4 = 30, x1 ≥ 2, x2 ≥ 0, x3 ≥ −5, x4 ≥ 8의 정수해의 개수를

구하여라. (힌트). y1 = x1 − 2, y2 = x2, y3 = x3 + 5, y4 = x4 − 8로 둔다.

(4) p86: #17 연립부등식 x1 + · · ·+ x6 ≤ 20, x1 + x2 + x3 ≤ 7의 음 아닌 정수해의 개수를

구하여라.

(힌트). (책의 해답에는 오타가 있음. 첨수 k의 의미를 생각해 보라.) x1+x2+x3 = k로

두고 각 k = 0, . . . , 7에 대하여 부등식 x4 + x5 + x6 ≤ 20 − k를 생각한다. 이 부등식의

음아닌 정수해의 개수는 y + x4 + x5 + x6 = 20− k의 음아닌 정수해의 개수와 같다.

(5) p86: #20 정수 λ1, . . . , λn과 r에 대하여 λ
def
= λ1 + · · · + λn으로 두었을 때, 디오판투스

방정식

x1 + · · ·xn = r, xi ≥ λi (i = 1, . . . , n)

의 정수해의 개수는 n+r−λ−1Cr−λ임을 보여라.

(힌트). 쉬운 문제이다. 오타 수정: “λ = λ1 + · · ·+ λn이라고 할 때, ..”

(6) p86, #21 (힌트: 이 문제는 p79의 예제 2.3.13과 본질적으로 같다. 책의 해답에는 오타가
있음.)

(7) p86: #22 (힌트: 연속한 m개의 정수의 곱은 m!의 배수라는 사실을 이용한다. 이 사실

및 이 사실의 증명은 암기할 가치가 있다.)
m factors︷ ︸︸ ︷

k(k + 1) · · · (k +m− 1) =

m factors︷ ︸︸ ︷
(k +m− 1) · · · k = k+m−1Pm = k+m−1Cm ·m!

(8) p86: #23 좌표평면에서 원점을 출발하여 한 걸음에 상하좌우로 1단위씩 움직이는 동점
이 2n 걸음 후에 다시 원점으로 돌아오는 방법의 개수를 구하여라. (힌트: 하나의 “방법”

은 r,l,u,d로 이루어진 길이 2n의 문자열에 대응된다. 이 수열에서 r의 개수 p는 l의
개수와 같고 u의 개수와 d의 개수는 둘 다 n− p가 되어야 한다. p = 0, 1, . . . , n일 때의

답을 구하여 모두 더한다.) a

2.3 2항계수와 파스칼의 행렬

정의 2.33 파스칼의 행렬은 오른편 그림과 같이
(
n
k

)
들

의 값을 배열하여 행렬로 만든 것이다. n은 맨 위쪽

행의 0에서 시작하여 아래쪽 행으로 가면서 증가하
며, k는 맨 왼쪽 열의 0에서 시작하여 오른쪽으로
가면서 증가한다. n < k인 경우에는 행렬의 원소는

0이므로, 원소가 양수인 부분만 보면 삼각형이 되
는데 이 삼각형을 파스칼의 삼각형이라고 한다. (p88)
맨 왼쪽 열과 대각선에 놓인 쎌들의 값은 모두

1임에 주목하라. 그리고 공식
(
n
k

)
=
(
n−1
k−1

)
+
(
n−1
k

)
는 이 그림에서 ㄱ-법칙으로 암기하면 편하다. a
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(
n
k

)
는 2항정리

(x+ y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xkyn−k, (2.17)

(x+ 1)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk. (2.18)

에서 우변의 다항식의 항들의 계수로 나타나므로 2항계수(binomial coefficient)라고 하기도 한다.
2항계수를 포함하는 공식들 중에 중요한 것들을 알아보자.

예제 2.34 아래의 문제들에서 n에 대한 별도의 언급이 없다면 n ≥ 0이다.

(1)
∑n

k=0

(
n
k

)
= 2n (p91:예제2.4.4) : (2.18)의 x에 1을 대입.

(2)
∑

k odd
(
n
k

)
=
∑

k even
(
n
k

)
= 2n−1, 단 n ≥ 1. (p92, 예제2.4.5.(1)) : (2.18)의 x에 −1을

대입하면 간단히 증명된다. (n = 0일 때는 00을 얻게 됨에 주목할 것.) 또 하나의 증

명방법이 있는데 이것은 Xn
def
= {1, . . . , n}의 부분집합 중 원소의 개수가 짝수인 것을

‘짝부분집합’, 원소의 개수가 홀수인 것을 ‘홀부분집합’이라고 하고, 짝부분집합들의

개수를 f(n), 홀부분집합들의 개수를 g(n)이라고 둔 다음, f(n) = g(n) = 2n−1임을 n에

대한 수학적 귀납법으로 보이는 것이다. 나머지 부분은 (오타가 많지만) 교재에 나와

있으며 여기서는 생략한다.

(3)
∑n

k=0

(
n
k

)2
=
(
2n
n

)
(p92, 예제2.4.5.(2)) : 이것은 Vandermonde 항등식에서 m = n인 경

우이다.
(

n
n−k

)
=
(
n
k

)
임을 이용한다.

(4)
∑n

k=0 k
(
n
k

)
= n2n−1 (p94, 예제2.4.6.(1)) : (2.18)의 양변을 x에 대하여 미분하고 x = 1

을 대입한다.

(5)
∑n

k=0 k
2
(
n
k

)
= n(n + 1)2n−2 (p94, 예제2.4.6.(2)) : (2.18)의 양변을 x에 대하여 미분한

식의 양변에 x를 곱한 다음 한 번 더 미분한다. 그리고 x = 1을 대입한다.

(6) 0 < p < 1, q = 1− p일 때
∑n

k=0 k
(
n
k

)
pkq(n−k) = np : (px+ (1− p))n에 대한 2항정리를

사용하고 x에 대해 미분한 다음 x = 1로 둔다.

(7) 0 < p < 1, q = 1−p일 때
∑n

k=0(k−np)2
(
n
k

)
pkq(n−k) =

∑n
k=0 k

2
(
n
k

)
pkq(n−k)−(np)2 = npq

: 위의 (6)에서 사용했던 2항정리 식의 양변에 x를 곱하고 한 번 더 미분한다. a

예제 2.35 (2항계수의 합 공식) p94, 예제 2.4.7 (책의 (2), (3)에는 오타 있음.)

(1)
n∑

i=0

(
i

k

)
=

(
n+ 1

k + 1

)

(2)
k∑

i=0

(
n+ i

i

)
=

(
n+ k + 1

k

)

(3)
n∑

i=0

(
n− i

i

)
= gn이라 하면 (gn)n은 피보나치 수열이다.
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위의 3 공식들은 모두 파스칼의 삼각형을 그리고 ㄱ-법칙을 적용하여 증명할 수 있다. i에
대한 귀납법을 사용한다. a

예제 2.36 집합 {1, 2, . . . , n}의 모든 r-부분집합들을 생각하자. 각각의 r-부분집합에서 선택
한 가장 작은 원소들의 가중산술평균(weighted arithmetic mean)은 n+1

r+1임을 증명하라. (p65,
#10)

(풀이). 가장 작은 원소가 1일 때, 2일 때, . . ., n− r + 1일 때 각각에 해당하는 r-부분집합의
개수는

(
n−1
r−1

)
,
(
n−2
r−1

)
, . . .,

(
r−1
r−1

)
개일 것이므로 원하는 평균값은

∑n−r+1
k=1 k ·

(
n−k
r−1

)(
n
r

) (2.19)

이 된다. 위 식의 분자를 계산하기는 쉽지 않은데, (p107, #16)에서 힌트를 얻을 수 있다.

n ≥ k ≥ 0인 임의의 두 정수 n, k에 대하여(
n

k

)
+ 2

(
n− 1

k

)
+ 3

(
n− 2

k

)
+ · · ·+ (n− k + 1)

(
k

k

)
=

(
n+ 2

k + 2

)
(2.20)

이 성립한다. (교재에 나온 식에는 오타가 2곳 있다. 교재의 식은 k = 1, n = 2일
때 성립하지 않음이 쉽게 확인된다.)

(2.20)을 증명해 보자. 파스칼의 삼각형과 ㄱ-법칙을 이용하기 위하여 위 식의 좌변을 다
음과 같이 배열한다.(

k
k

)
· · ·

(
k
k

)(
k+1
k

)
· · ·

(
k+1
k

)
...(

n−1
k

) (
n−1
k

)(
n
k

)
위 삼각형의 맨 왼쪽 열의 합은

∑n
i=k

(
i
k

)
=
∑n

i=0

(
i
k

)
=
(
n+1
k+1

)
이다. (예제 2.35.(1) 참조) 왼

쪽에서 두 번째 열의 합은
(

n
k+1

)
이다. 그리고 맨 오른쪽 열의 합은

(
k+1
k+1

)
이다. 일반적으로 i

번째 열의 합은
(
n−i+2
k+1

)
이고 i = 1, . . . , n− k + 1이므로 결국 삼각형 전체의 합은

n−k+1∑
i=1

(
n− i+ 2

k + 1

)
=

n+1∑
j=k+1

(
j

k + 1

)
=

n+1∑
j=0

(
j

k + 1

)
=

(
n+ 2

k + 2

)
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가 된다. 이것으로 (2.20)의 증명이 완료되었다. (2.20)을 다시 쓰면

n−k+1∑
i=1

i ·
(
n− i+ 1

k

)
=

(
n+ 2

k + 2

)
(2.21)

이다.

(2.19)의 분자는
∑n−r+1

k=1 k ·
(
n−k
r−1

)
=
∑n−r+1

i=1 i ·
(
n−i
r−1

)
인데 이것은 (2.21)에서 n을 n − 1로,

k를 r − 1 로 바꾼 것이므로 (2.21)의 우변은
(
n+1
r+1

)
= “(2.19)의 분자”가 된다. 그러면 이제

(2.19)는(
n+1
r+1

)(
n
r

) =
(n+ 1)!/((n− r)!(r + 1)!)

n!/((n− r)!r!)
=

(n+ 1)!r!

n!(r + 1)!
=

n+ 1

r + 1

이 되어 원하는 결과를 얻는다. a

예제 2.37
∑5

i=0

∑3
j=0

(
i
j

)
의 값을 구해 보자. (p97:예제 2.4.8)

우선 이것은
∑
의 순서를 뒤바꾸어 얻은

∑3
j=0

∑5
i=0

(
i
j

)
과 값이 같다는 것을 알아야 한다.

(일반적으로 2개의
∑
이 있을 때 첨수변수의 구간이 상수들만으로 이루어져 있으면

∑
의

순서를 바꾸어도 값이 변하지 않는다.) 이제 예제 2.35.(1)을 이용하면 답이 쉽게 구해진다. a

단평 2.38 아래의 토픽은 다음 학기에 생성함수 단원에서 다루게 될 것이며 일단은 생략한다.

(1) p97: 2항계수의 확장, 예제 2.4.9.

(2) p99: 정리 2.4.11 (뉴튼의 2항정리, 오타 있음.)

(3) p101: 예제 2.4.12

연습문제 2.39

(1) (p104: #2) S def
= {

(
s
t

) ∣∣ s+ t ≤ 12, s, t ∈ Z}로 두었을 때 S의 모든 원소들의 합을 구하여

라. (힌트). 2항계수의 합 공식 (1)에 의하여
∑7

k=1

(
14−k
k

)
을 구하면 된다. 이것의 값은

wolframalpha.com에서 계산하면 된다. 또는 2항계수의 합 공식 (3)을 사용해도 된다.

(2) (p104: #3.(6))
n∑

i=0

(
m

i

)(
n

k + i

)
=

(
m+ n

n− k

)
를 증명하라. (힌트). Vandermonde의 항등

식에서
∑
의 위끝은 m을 사용해도 되고, 아래끝은 k − n을 사용해도 된다.

(3) (p105: #9)
∑n

k=0

(
n+1
k

)
9n−k def

= S가 11의 배수가 되기 위한 자연수 n에 대한 조건은?

(힌트). (1 + 9)n+1 =
∑n+1

k=0

(
n+1
k

)
1k9n+1−k = 9S + 1

(4) (p106: #11.(2))
(
n
0

)
− 1

2

(
n
1

)
+ 1

3

(
n
2

)
−· · ·+(−1)n 1

n+1

(
n
n

)
의 값은? (힌트). 식 (2.18)의 양변을

부정적분하고 x = −1을 대입한다. 단, 적분상수를 잊지 말아야 한다. 또는 (1 − x)n을

2항정리를 써서 전개하고 양변을 0부터 1까지 정적분한다.

(5) (p106: #12.(2)) 다음의 등식이 성립함을 증명하여라.
n∑

k=0

(
n

k

)2( k

n−m

)
=

(
n

m

)(
m+ n

m

)
(힌트). Vandermonde 항등식을 이용하여 우변을

∑
기호를 써서 나타낸다. 이때

(
m+n
m

)
을
(
m+n
n

)
로 바꿔

∑
의 위끝을 좌변과 동일한 n으로 맞추어 준다. 뉴튼의 항등식을 좌변
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에 적용한 다음
∑n

k=0

(
m

n−k

)(
n
k

)
=
∑n

k=0

(
m
k

)(
n

n−k

)
를 보인다. (일반적으로

∑n
k=0 an−kbk =∑n

k=0 akbn−k =
∑

k+ℓ=n
k,ℓ≥0

akbℓ임.) a

연습문제 2.40 (p105: #6) (x0, x1, . . . , xn)이 다음과 같을 때
∑n

k=0(−1)k
(
n
k

)
xk를 계산하여라.

(문제에 오타가 좀 있고 책의 해답에도 오류가 많이 있음.) (힌트). n = 0인 경우에 별도

로 생각해 주어야 하는 경우가 많다. 그 이유는 우리가 알고 있는 공식들 중에 n > 0인 경우

에만 성립하는 것이 있기 때문이다.

(1) (1, 0, 1, 0, . . . , 1+(−1)n+1

2 ) (힌트). 예제 2.34.(2)

(2) (1, 2, 1, 2, . . . , 3+(−1)n+1

2 ) (힌트). 예제 2.34.(2)

(3) (1, 2, 3, . . . , n+1) (힌트). 예제 2.34.(4)와 비슷하지만 ① 계수에 (−1)n이 붙어 있고, ②
각 계수가 1씩 더 크다는 차이가 있다. ①은 x = −1을 넣어 주면 해결되고, ②는 양변을
미분하기 전에 x를 곱해줌으로써 해결된다. (다른 해법도 있다. 생각해 보라.) n = 0,

n ≥ 1, n ≥ 2인 3가지 경우로 나누어 답해야 할 것이다.

(4) (1,−1
2 ,

1
3 , . . . , (−1)

n 1
n+1) (힌트). 아래의 (6)과 비슷함.

(5) (1, 3, 5, . . . , 2n+ 1) (힌트). (1, 3, 5, . . . , 2n+ 1) = 2 · (1, 2, 3, . . . , n+ 1)− (1, 1, 1, . . . , 1)

(6) (1, 12 ,
1
3 , . . . ,

1
n+1) (힌트). 연습문제 2.39.(4)와 동일한 문제임.

(7) (1, 1, 2, 3, 5, . . . , fn), (단, f0, f1, . . .는 피보나치 수열) (힌트). 연습문제 2.45와 비슷하며
계차행렬의 첫 행을 (1, 0, f0, f1, . . .)로 두면 된다.

(8) (0, 1, 4, 9, . . . , n2) (힌트). 예제 2.34.(5) a

2.4 계차수열과 계차행렬

정의 2.41 (pp108–109) 수열

a⃗ = (a0, a1, a2, . . .)

이 주어졌을 때, 이것의 계차수열은

∆a⃗ = (∆a0,∆a1,∆a2, . . .), where

∆ai = ai+1 − ai

로 정의된다. 이제 귀납적으로

∆1a⃗ = ∆a⃗,

∆n+1a⃗ = ∆(∆na⃗), (n = 1, 2, . . .)

로 정의하고 ∆na⃗, (n = 0, 1, . . .)들을 행으로 가지는 행렬을 a⃗의 계차행렬이라 하고 아래의 그

림과 같이 나타낸다. 모든 i ≥ 0, j ≥ 0에서 a(i+1,j) + aij = a(i,j+1)이 성립함을 알 수 있는데

이를 “왼쪽으로 누운 ㄱ-법칙”이라고 부르기로 한다.
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계차행렬의 0열에 나타나는 수열 d⃗
def
= (d0, d1, d2, . . .)

def
= (a00, a10, a20, . . .)를 a⃗ 의 쌍대수열(dual

sequence)이라 한다. a

정리 2.42 (p110: #2.5.1) 수열 a⃗의 n항 an은 그것의 쌍대수열과 파스칼의 행렬의 제n행과의

내적이다. 즉,

an =

(
n

0

)
d0 +

(
n

1

)
d1 +

(
n

2

)
d2 + · · ·+

(
n

n

)
dn (2.22)

이 성립한다.

(증명). n에 대한 귀납법을 써서 “모든 수열 a⃗의 n번째 항 an이 2항계수 수열
(
n
k

)∞
k=0
과 쌍대

수열의 내적임”을 보인다. (2.22)가 an+1에 대해서 성립함을 보이기 위하여, b⃗
def
= ∆a⃗로 두면

bn + an = an+1이 성립함을 왼쪽으로 누운 ㄱ-법칙에 의하여 알 수 있다. bn과 an을 각각

귀납가설을 써서 표현한 후에 더하면 아래의 그림과 같다. (⃗b의 쌍대수열은 (d1, d2, d3, . . .)임.)

이제 (2.22)가 an+1 = bn+ an에 대해서 성립함을 위 그림의 마지막 라인에서 볼 수 있는데 이

등식에서 각 dk의 계수가
(
n+1
k

)
임은 각 열마다 ㄱ-법칙을 적용하면 알 수 있다.

따름정리 2.43 {an}n의 쌍대수열이 유한수열 (d0, d1, . . . , dk, 0, 0, . . .)이고 dk 6= 0라면 일반항 an

은 n에 대한 k차 다항식이다. a

예제 2.44 (p112, #2.5.2) 다음 수열의 일반항 an을 구하여라.

1,−1,−1, 2, 10, 26, 54, 99, 167, 265, . . .

(풀이). 쌍대수열을 구한 다음 정리 2.42를 적용한다. a

예제 2.45 (p112, #2.5.3) 피보나치 수열 (f0, f1, f2, . . .) = (1, 1, 2, 3, . . .)에 대한 등식(
n

1

)
f0 −

(
n

2

)
f1 +

(
n

3

)
f2 − · · ·+ (−1)n+1

(
n

n

)
fn−1 = fn−1

를 증명하여라.

(풀이). (0, f0, f1, . . .)의 쌍대수열을 구한 다음 정리 2.42를 적용한다. a
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정리 2.46 (p113: #2.5.4) 수열 a⃗ = (a0, a1, . . .)의 쌍대수열을 d⃗ = (dn)
∞
n=0라 놓았을 때 각 n =

0, 1, . . .에 대하여

n∑
k=0

ak =

(
n+ 1

1

)
d0 +

(
n+ 1

2

)
d1 +

(
n+ 1

3

)
d2 + · · ·+

(
n+ 1

n+ 1

)
dn (2.23)

이 성립한다.

(증명). a⃗의 부분합
∑n

k=0 ak = sn으로 두고

x⃗ = (x0, x1, . . .) = (0, s0, s1, . . .)

로 두면 a⃗는 x⃗의 계차수열이다. x⃗의 쌍대수열은 (0, d0, d1, . . .)이므로 정리 2.42에 의하여

xn+1 =

(
n+ 1

0

)
· 0 +

(
n+ 1

1

)
d0 +

(
n+ 1

2

)
d1 +

(
n+ 1

3

)
d2 + · · ·+

(
n+ 1

n+ 1

)
dn

이다. 그런데 sn = xn+1이므로 우리가 원하는 (2.23)을 얻는다.

정리 2.47 수열 a⃗의 일반항 an이 n에 대한 k-차 다항식이라면 이 수열의 쌍대수열 d⃗는 길이가

k+1이다. 즉, dn = 0, for n = k+1, k+2, . . ., dk 6= 0를 만족한다. (1. 이것은 따름정리 2.43의
역이다. 2. 0차 다항식은 0이 아닌 실수를 뜻한다.)

(증명). p114: #2.5.5는 a⃗의 (k + 1)-계차수열, 즉 a⃗의 계차행렬의 k + 2번째 행벡터가 0⃗라고

말하고 있는데 이는 지금 증명할 이 정리와 거의 동일한 내용이다. (다만 교재의 p114: #2.5.5
에서는 a⃗의 k-계차수열이 상수열 (dk 6= 0, dk, dk, . . .)임이 빠져있다.)

k에 대한 귀납법을 사용한다. k = 0일 때는 (∀n)(an = c0)이므로 정리의 명제가 성립한다.

k > 0일 때 an = ckn
k + ck−1n

k−1 + · · · + c1n + c0, (ck 6= 0)라 하자. b⃗ def
= ∆a⃗로 두면

bn = ck
(
(n + 1)k − nk

)
+ ck−1

(
(n + 1)k−1 − nk−1

)
+ · · · c1)이 된다. bn의 최고차항은 ckkn

k−1

이므로 (k− 1)차 다항식이다. 귀납가설에 의하여 b⃗의 k-계차수열은 0⃗이고 (k− 1)-계차수열은
상수열이다. 그런데 a⃗의 (k + 1)-계차수열은 곧 b⃗의 k-계차수열이고, a⃗의 k-계차수열은 곧 b⃗

의 (k − 1)-계차수열이다.

예제 2.48 (p115: #2.5.6)
∑n

k=0 k
4을 n의 식으로 나타내어라. a

연습문제 2.49 (p120: #1∼#5)

(1) 수열 a⃗ = (a0, a1, . . .)의 쌍대수열이 (0, 1, 2, 3, 0, 0, . . .)일 때, 이 수열의 일반항 an을 구

하고 limn→∞
1
n4

∑n
k=0 ak의 값을 구하여라.

(2) 수열 a⃗ = (a0, a1, . . .)의 일반항이 an = n(n + 1)(n + 2)이다. an의 1의 자리의 수를 bn

이라 할 때
∑1992

k=0 bk의 값을 구하여라. (힌트). a⃗의 첫 12항을 쓰고 패턴을 찾아 보라.

(3) an =
∑n

k=0 k
5로 두었을 때 limn→∞

an
n6을 구하여라.

(4) 모든 3의 제곱 및 서로 다른 3의 거듭제곱들의 합을 작은 것부터 나열한 수열 1, 3, 4,
9, 10, 12, 13,... 의 제 100항을 구하여라. (힌트). 이 수열의 각 항을 3진법으로 써서
나열하면 1,2,3,.. 이 2진법으로 나타난다.
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(5) 조건 an = an−1 − an−2 for n ≥ 3을 만족하는 수열 a1, a2, . . .에 대하여
∑1492

k=1 ak = 1985,∑1985
k=1 ak = 1492라면

∑2001
k=1 ak의 값은? (힌트). a⃗는 a1과 a2에 의하여 결정된다. 각 항

을 나열하면서 패턴을 찾아 보라. a
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3 배열과 분배

3.1 비둘기집의 원리

정의 3.1 n+1 마리의 비둘기를 n 개의 비둘기집에 넣으면 2마리 이상 들어간 집이 하나 이상
존재한다. 이 사실을 비둘기집의 원리(Pigeonhole principle)라 한다. a

연습문제 3.2 비둘기집의 원리를 증명하여라. (힌트: 수학적귀납법) a

정리 3.3 (p144: 3.1.6, p148: 3.1.10)

(1) (비둘기집의 원리 버전 2) 일단의 실수들 중에는 그들의 산술평균 이상의 수가 존재한다.
(2) (비둘기집의 원리 버전 3) 자연수 m1, . . . ,mn에 대하여 m1+ · · ·+mn+1마리의 비둘기를

n개의 비둘기 집에 넣으면 어떤 i번 째 집에 mi + 1 마리 이상이 들어 있다.

(증명). (1). 주어진 일단의 실수 x1, . . . , xn의 평균을 a라 하면

a =
x1 + · · ·+ xn

n
이다. 모든 xi가 a 미만이라고 가정하면

na = x1 + · · ·+ xn < a+ · · ·+ a = na

라는 모순을 얻는다. ✓

(2). 대우 명제의 가설부를 가정하고 결론부를 부정하면 모순을 얻을 수 있다. a

연습문제 3.4

(1) 비둘기집의 원리(정의 3.1)를 수학적 귀납법을 쓰지 않고 증명하여라.

(2) 일단의 실수들 중에는 그들의 산술평균 이하의 수가 존재함을 증명하여라.

(3) 정리 3.3.(2)에서 i번째 집에 mi − 1 마리 이하의 비둘기가 들어가게 하려면 비둘기의

마리 수를 어떻게 하면 되겠는가? a

비둘기집의 원리는 이해하기는 대단히 쉽지만 활용하기는 쉽지 않을 수 있다. 무엇을 비

둘기로 보고 무엇을 비둘기집으로 보느냐가 관건이다.

연습문제 3.5 (p151: #13) 한 변의 길이가 1인 정삼각형의 내부에 있는 점들에 대하여 다음을
증명하여라.

(1) 17개의 점 중에는 거리가 1
4 이하인 두 점이 존재한다. (힌트). p142: 3.1.1

(2) 33개의 점 중 적어도 세 점은 반지름이 3
20인 원의 내부에 있다. (힌트: 16개의 작은

정삼각형의 외접원의 반지름은 얼마인가?) a

연습문제 3.6 (p151: #14) 한 변의 길이가 1인 정사각형 내부에 있는 9개의 점 중 적어도 세
점은 넓이가 1

8 이하인 삼각형의 꼭짓점이 됨을 증명하여라. 단, 어느 세 점도 한 직선 위에

있지 않다고 한다. (힌트: 4개의 비둘기집을 만들어 보자.) a
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예제 3.7 (p143: 3.1.3) 쪽의 수가 100인 책에는 그 안에 들어 있는 글자의 수의 합계가 100의
배수인 연이은 몇 개의 쪽이 존재한다. (연이은 몇 개의 쪽의 의미는 1개의 쪽도 포함한다.)

(풀이). 제i쪽에 들어 있는 글자의 수를 xi라 하고 si
def
=
∑i

k=1 xi로 둔다. 두 경우로 나누어

생각한다. (1) 어떤 si가 100의 배수인 경우, 1쪽부터 i쪽까지에 들어 있는 모든 글자들의 수가

100의 배수이다. (2) 어떤 si도 100의 배수가 아닌 경우, ri
def
= si%100으로 두면 100 마리의

비둘기 ri의 값은 99개의 비둘기집 {1, . . . , 99}에 들어가야 하므로 ri = rj인 i < j가 존재할

것이다. 이때 i+ 1쪽부터 j쪽 까지에 들어 있는 모든 글자들의 수는 100의 배수이다.

연습문제 3.8 위의 문제에서 글자의 수의 합계를 100에서 70으로 바꾸었을 때 증명의 어느 부
분이 바뀌어야 하겠는가? a

예제 3.9 (p143: 3.1.4) 철수는 연이은 10일 동안 매일 한 권 이상 총 12권의 책을 읽었다. 이때
철수가 총 7권을 읽은 연이은 몇 날들이 있다.

(풀이). 제i일에 읽은 책의 개수를 xi라 하고 si
def
=
∑i

k=1 xk로 둔다. 그러면

1 ≤ s1 < s2 < · · · < s10 = 12,

8 ≤ s1 + 7 < s2 + 7 < · · · < s10 + 7 = 19

가 성립한다. 그러면 20마리의 비둘기 s1, . . . , s10, s1+7, . . . , s10+7가 19개의 비둘기집 {1, . . . , 19}
에 들어가야 하므로 어느 두 비둘기는 같은 값을 가진다. 그런데 i 6= j이면 si 6= sj , si + 7 6=
sj + 7이므로 결국 si + 7 = sj인 i 6= j가 존재해야 한다. 이때 i < j일 것이고, i+ 1일부터 j

일까지 읽은 책들의 개수는 7이 되어야 한다.

연습문제 3.10 2n > m+k일 때 “연이은 n일 동안 매일 한 권 이상 총 m권의 책을 읽으면 총 k

권을 읽은 연이은 몇 날들이 있다.”가 성립함을 보여라. 또한 이 문제에서 따옴표 안의 명제가

2n ≤ m+ k일 때는 성립하지 않을 수 있음을 보이는 예를 들어 보아라. a

예제 3.11 (p144: 3.1.5) 100 이하의 자연수들로 이루어진 집합 X의 원소의 개수가 10이라면
X는 원소의 합이 같은 두 부분집합을 가진다.

(풀이). X의 부분집합들을 X1, . . . , X1024라고 하고 각 i에 대하여 Xi의 원소들의 합을 si라

하면 si ≤ 91 + · · ·+ 100 = 955이다. 1024마리의 비둘기 si가 0부터 955까지, 956개의 비둘기
집에 들어가야 하므로 si = sj인 i 6= j가 존재한다.

연습문제 3.12 위의 예에서 “100 이하의 자연수들로”를 “n 이하의 자연수들로”로 바꾸어도 결
론이 성립하려면 n은 최대 얼마까지 가능한가? (힌트). n = 100일 때 비둘기집의 개수가 956
개이였는데 이것이 1024보다 작다는 사실을 사용했었다. n이 하나 증가할 때마다 비둘기집의
개수는 10씩 늘어난다. 따라서 n = 106까지는 동일한 증명방법이 통한다. n = 106이 최댓값

인가? “n이하의 자연수 10개로 이루어진 집합 X 중에는 X의 임의의 두 부분집합에 대해서

각각 원소의 합을 구했을 때 서로 다른 값이 나오는 것이 있다.”를 만족하는 n을 하나만 구해

보라. 더 쉬운 것으로 “자연수 10개”를 “자연수 2개”, 또는 “자연수 3개”로 바꾼 문제에 대해서
연구해 보라. a

예제 3.13 (p148: 3.1.11) 6명의 사람 중에는 서로 아는 3명이 있거나 서로 모르는 3명이 있다.
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(풀이). 6명의 사람을 6개의 점으로 나타내고, 서로 아는 두 사람은 황색 선분으로 연결하고
서로 모르는 두 사람은 흑색 선분으로 연결하여 얻어지는 도형은 변의 색이 같은 삼각형이

존재한다는 것을 보이면 된다.

6개의 점 중 아무거나 택하여 A라 하고 A와 다른 꼭짓점을 잇는 선분들 중에 색깔이 같은

3개를(비둘기집 원리에 의하여 존재함) 취하여 이들을 X,Y, Z라 하자. A와 이 3 점들을 잇는
선분의 색깔을 wlog 황색이라 하자. 4XY Z의 한 변이라도 황색이라면, 예를 들어 XY 가 황

색이라면 4AXY 는 황색 삼각형이 된다. 4XY Z의 단 한 변도 황색이 아니라면 이 삼각형은

흑색 삼각형이다.

“N명의 사람 중에는 서로 아는 p명이 있거나 서로 모르는 q명이 있다.”를 만족하는 N이

존재한다. (램지의 정리) 이러한 최소의 N를 램지 수라고 하며 R(p, q)로 나타낸다.

연습문제 3.14 (p152: #15) 다음을 증명하여라.

(1) 가로, 세로의 길이가 각각 5, 6인 직사각형의 내부에 있는 8개의 점 중에는 거리가
√
10

이하인 두 점이 존재한다. (힌트: 직사각형을 7개의 구역으로 나누어야 한다. 각 구역에
서 두 점 간의 거리의 최댓값이

√
10 이하가 되도록 한다.)

(2) 좌표평면 상의 5개의 격자점 중에는, 그 점들을 양 끝점으로 하는 선분의 중점도 격자점
인 두 점이 존재한다. (힌트: ① 4개의 조각으로 이루어진 격자점들의 “분할”을 생각해야
한다. ② 선분의 중점의 x-좌표가 정수이기 위한 조건은? y-좌표에 대한 조건은?)

(3) 평면 위에 있는 임의의 볼록 오각형에 대하여 ∠ABC ≤ 36o인 세 개의 꼭짓점 A, B, C

가 존재한다. (힌트: 그림을 그려보라. 별 모양 도형의 꼭짓각들의 합이 180o임을 이용

한다. 또는, 인접한 두 변을 품는 삼각형의 꼭짓각 중에서 찾으려면, 이때는 내각 중에

540o/5 = 108o 이상인 것이 존재한다는 것을 이용한다.) a

연습문제 3.15 집합 X = {0, 1, 2, . . . , 2n}의 임의의 (n+ 2)-부분집합의 원소 중에는 합이 2n인

두 수가 존재함을 증명하여라. 또한 차이가 n인 두 수가 존재함을 증명하여라. 만일 X에서 0
을 뺀다면 문제가 어떻게 달라질까? (힌트). p142:예제 3.1.2 (문패 달린 비둘기집의 원리), p150: #3

a

연습문제 3.16 200 이하의 자연수 중에서 n개를 택하면 그 중 하나는 다른 하나의 약수임이

보장되는 최소의 n을 구하여라. (힌트). p150: #1. n = 101이다. 임의의 자연수는 2의 거듭제
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곱과 홀수의 곱으로 유일한 방법으로 표현된다는 사실을 이용하여 ai = 2eibi로 놓고 bi들을

비둘기로 생각한다. a

연습문제 3.17 (p150: #5) 다음을 증명하여라.

(1) 13개의 정수 중에는 차가 12의 배수가 되는 두 수가 존재한다. (힌트: 12로 나눈 나머
지들을 12개의 비둘기집으로 본다.)

(2) 5개의 정수 중에는 합이 3의 배수인 세 수가 존재한다. (힌트: 법 3으로 생각한다.)

(3) 100 이하의 자연수 53개 중에는 ① 차가 12가 되는 두 수는 존재하지만, ② 차가 11
이 되는 두 수가 반드시 존재하지는 않는다. (힌트: 연습문제 3.15. 100 이하의 자연수
중에 12로 나눈 나머지가 1인 6개의 숫자 중에는 차이가 12인 두 수가 존재한다. 여기
서 엄격한 증명을 위하여 문패 달린 비둘기집의 원리를 사용한다. 나머지가 2, 3, 4일
때도 마찬가지. 나머지가 5 이상 또는 0인 경우에는 5개의 숫자로 충분하다. 여기서는
비둘기집 원리 버전 3을 사용한다. ②에 대한 답은 1 ∼ 11, 23 ∼ 33, . . .)

(4) n ≥ 2일 때 (n+ 2)개의 3n 이하의 자연수 중에는 그 차가 n보다 크고 2n보다 작은 두

수가 존재한다. (힌트: n+1로 나눈 나머지가 k로 동일한 두 수가 존재한다. 이 두 수의

차이가 n+ 1이면 문제가 없다. 차이가 2n+ 2일 때가 문제인데... 가령 k, 2n+ k + 2가

뽑혔다면 나머지 n개의 수는 어떤 값을 취할 수 있을까?)

(5) 2n 이하인 (n+1)개의 서로 다른 자연수 중에는 서로소인 두 수가 존재한다. (힌트: 차

이가 1인 두 수는 서로소이다. 이러한 두 수로 이루어진 집합 n개를 각각 비둘기집으로

본다.)

(6) 1, 4, 7, . . . , 100에서 임의로 택한 20개의 수 중에는 그 합이 104인 수의 쌍이 적어도 2개
존재한다. (힌트). 비둘기집에 문패를 단다. a

연습문제 3.18 (p150: #6) n2 + 1개의 서로 다른 수로 이루어진 수열은 길이 n+ 1인 증가 또는

감소하는 부분수열을 가짐을 증명하여라. (힌트: a1, . . . , an2+1이 길이 n + 1인 증가하는 부

분수열을 가지지 않는다고 가정한다. 각 k = 1, . . . , n2 + 1에 대하여 ak에서 시작하는 가장

긴 증가하는 부분수열의 길이를 mk라 하면 mk ≤ n이다. 비둘기집의 원리에 의하여 mk의

값이 같은 k를 n+ 1개 취하여 k1, . . . , kn+1로 두면 ak1 , . . . , akn+1은 감소수열이다. 예를 들어

n = 3인 경우 수열 (ai)
10
i=1이 (10,7,8,4,9,2,5,6,1,3)으로 주어졌다 하자. 이때 (mi)

10
i=1을 구하고

k1, k2, k3, k4와 감소수열 (aki)
4
i=1을 구하여라.) a

연습문제 3.19 (p151: #8) 임의로 주어진 서로 다른 11개의 정수 중에는 적당한 연산부호로 연
결하면 그 결과가 1155의 배수가 되는 몇 개의 정수가 존재함을 증명하여라. (힌트: 1155 =

3 · 5 · 7 · 11이다. 법 11로 생각하면 11개의 정수 중에는 차이가 11의 배수인 두 수가 존재한다.
이러한 2개를 뺀 나머지 9개의 정수 중에 차이가 7의 배수인 두 수를 뺀다. 이런 식으로 ...) a

연습문제 3.20 (p151: #10) 10시간 동안 45km를 걸어간 어떤 사람이 첫 한 시간에는 6km를 걷
고 마지막 한 시간에는 3km를 걸었다고 한다. 이 사람은 어떤 연속된 2시간 동안 9km 이상
걸었음을 증명하여라. (힌트: i번째 시간에 걸은 거리를 xi-km로 둔다. xi는 정수가 아닐 수도
있다. (∃i ≤ 4)(x2i−1 + x2i ≥ 9)를 귀류법을 사용하여 보인다.) a
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연습문제 3.21 (p151: #11) 어떤 운동선수는 매일 한 번 이상, 일주일에 12번 이하의 연습을 12
주간(84일) 계속하였다고 한다. 이 선수가 꼭 23회 연습한 연속된 몇 날이 있음을 증명하여라.
(힌트). p143:예제 3.1.4. a

연습문제 3.22 (p151: #12) 원탁에 10명의 손님의 자리가 명찰과 함께 놓여 있다. 10명의 손님이
명찰을 확인하지 않고 아무렇게나 앉았는데, 제자리에 않은 손님이 1명도 없었다. 이때 명찰
이 놓인 원탁을 적당히 회전시키면 적어도 2명의 손님이 제자리에 앉게 됨을 보여라. (힌트).
p145:예제 3.1.7과 비슷하나 조금 쉽다. 명찰을 1,2,. . .,10으로 번호를 붙이고 특정한 손님 A

앞에 명찰 i가 놓이도록 했을 때 제 자리에 앉게 되는 손님의 수를 ni라 했을 때 ni ≥ 2인 i

가 존재함을 보이는 문제이다. n1 = 0, n2 + n10 = 10. 한 바퀴 돌리는 동안 각 명찰은 정확히

한 번 매치를 경험한다. a

3.2 포함배제의 원리

이 절에서 사용하는 모든 집합은 유한집합이다.

집합 X의 원소의 개수를 |X |로 나타내기로 한다. 우리는 다음의 사실을 잘 알고 있다.

|A ∪B | = |A|+ |B | − |A ∩B | ,

|A ∪B ∪ C | = |A|+ |B |+ |C | − |A ∩B | − |B ∩ C | − |C ∩A|+ |A ∩B ∩ C | .

포함배제의 원리(Inclusion-exclusion principle)는 위의 사실을 아래와 같이 일반화 한 것이다.
I = {1, 2, . . . , n}이라 하고 각 i ∈ I에 대하여 집합 Ai가 존재할 때∣∣⋃

i∈I Ai

∣∣ =∑n
k=1(−1)k−1βk, where

βk =
∑

J⊆I,|J |=k

∣∣∣⋂j∈J Aj

∣∣∣ . (3.1)

즉,

β1 = |A1 |+ |A2 |+ · · ·+ |An | ,

β2 = |A1 ∩A2 |+ · · ·+ |An−1 ∩An | ,

β3 = |A1 ∩A2 ∩A3 |+ · · ·+ |An−2 ∩An−1 ∩An | ,

· · ·

이다. 일반적으로 βk는
(
n
k

)
개의 항의 합임을 알 수 있다. 그리고 거의 모든 문제에서 이 항들의

값은 동일하다.

예제 3.23 (p160, 3.2.6) n-집합에서 r-집합으로 가는 전사함수의 개수를 T (n, r)이라 했을 때

T (n, r) =

r∑
k=0

(−1)k
(
r

k

)
(r − k)n (3.2)

이다.

(풀이). {1, . . . , n}에서 {1, . . . , r}로 가는 함수의 개수는, f에 아무런 조건이 없다면 rn이다.
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f가 전사함수라는 것은 모든 i = 1, . . . , r에 대해서 f가 i를 함수값으로 가진다는 것이므로,

이러한 f들의 집합을 Bi라 하면 |
⋂r

i=1Bi |가 곧 우리가 원하는 T (n, r)이 될 것이다. 문제는

|
⋂r

i=1Bi |의 값을 구하기가 쉽지 않다는 것이다. 이 문제를 해결하기 위하여 각 i = 1, . . . , r에

대하여 Ai
def
= Bc

i로 두면∣∣∣∣∣
r⋂

i=1

Bi

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

r⋂
i=1

Ac
i

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
(

r⋃
i=1

Ai

)c ∣∣∣∣∣ = rn −

∣∣∣∣∣
r⋃

i=1

Ai

∣∣∣∣∣
이다. 여기서 |

⋃r
i=1Ai |의 값을 구할 때 포함배제의 원리를 사용하게 된다.

식 (3.1)에서의 βk는 여기서는

βk = |A1 ∩ · · · ∩ Ak |+ · · ·+ |Ar−k+1 ∩ · · · ∩ Ar |

가 되는데 이것은
(
r
k

)
개의 항의 합이고, 각 항의 값은 (r − k)n이므로 결국 βk =

(
r
k

)
(r − k)n

이 된다. 따라서

T (n, r) = rn −
r∑

k=1

(−1)k−1

(
r

k

)
(r − k)n =

r∑
k=0

(−1)k
(
r

k

)
(r − k)n

를 얻는다.

정의 3.24 (교란수) {1, . . . , n}의 순열 σ 중에 (∀i)
(
σ(i) 6= i

)
를 만족하는 것들의 개수를 n-번째

교란수(derangement number)라고 하고 Dn으로 나타낸다. a

정리 3.25 (p162, 3.2.7)

Dn = n! ·
n∑

k=0

(−1)k

k!
(3.3)

(증명). {1, . . . , n}의 순열 σ 중에 σ(i) = i를 만족하는 것들의 집합을 Ai라 하고 n!−|
⋃n

i=1Ai |
를 포함배제의 원리를 사용하여 계산하면 된다.

βk는
(
n
k

)
개의 (“k개의 Ai들의 교집합”의 원소의 개수

def
= m)들의 합, 즉

(
n
k

)
m이다. m은

“σ(i) = i가 정확히 k개의 i에서 만족되는 σ : {1, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}의 개수”이므로 (n−k)!
가 된다.

따라서 각 k = 1, . . . , n에 대하여

βk =

(
n

k

)
(n− k)! =

n!

k!
이 되고,

Dn = n!−
n∑

k=1

(−1)k−1n!

k!
= n! ·

n∑
k=0

(−1)k

k!
가 된다.

예제 3.26 (p157: 3.2.2) 1, 2, 3, 4 모두가 자리의 숫자로 나타나는 99999 이하의 음이 아닌 정
수의 개수를 구하여라.

(풀이). 여집합의 개념을 사용하게 될 것이므로 전체집합이 무엇인지 정확히 알아야 한다.

그것은 0부터 99999까지의 모든 정수이고 개수는 100000이다.
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i = 1, 2, 3, 4 모두를 자리의 숫자로 가진다고 했는데, “i를 가지는 숫자들의 집합”들의

교집합의 원소의 개수를 세어야 하므로 “i를 가지지 않는 숫자들의 집합 def
= Ai”들의 합집합을

생각하기로 한다. 구하는 답은

100000− |A1 ∪A2 ∪A3 ∪A4 |

이다. 이제 βk를 구해야 하는데, Ai들 중에 k개의 교집합은
(
4
k

)
개 있으며, 각 교집합의 원소의

개수는 (10− k)5이다. 예를 들어 2개의 숫자 1, 4를 사용하지 않는 5자리 수는 (10− 2)5 = 85

개 있다. (10만 미만의 음아닌 정수는 모두 5자리 수라고 볼 수 있다. 예를 들어 4자리 수 6203
은 5자리 수 06203으로 보는 것이다.) 그러므로

|A1 ∪A2 ∪A3 ∪A4 | = β1 − β2 + β3 − β4

=

(
4

1

)
(10− 1)5 −

(
4

2

)
(10− 2)5 +

(
4

3

)
(10− 3)5 −

(
4

4

)
(10− 4)5

= 4 · 95 − 6 · 85 + 4 · 75 − 1 · 65 = 99040

따라서 구하는 답은 100000− 99040 = 960 이다. a

Discussion 3.27 음아닌 정수 λ1, . . . , λr에 대해서

x1 + · · ·+ xn = r, xi ≥ λi, (i = 1, . . . , n) (3.4)
꼴의 디오판투스 방정식의 해의 개수는 중복조합을 이용하여 구했다. (yi

def
= xi − λi로 두는 1

대1 대응을 생각해야 한다.) 아래의 방정식은

x1 + · · ·+ xn = r, 0 ≤ xi ≤ λi, (i = 1, . . . , n) (3.5)
(3.4)와 비슷하나 부등식의 방향이 반대다.
여러 개의 조건(여기서는 부등식)을 동시에 만족하는 것들의 개수를 센다는 것은 각 조건을

만족하는 집합들의 교집합의 원소의 개수를 세는 것인데, 이것은 그 조건의 부정을 만족하는

집합들의 합집합의 원소의 개수를 전체집합의 원소의 개수에서 빼는 것과 같다.

그러므로 (3.5)의 해의 집합을
⋂r

i=1Bi로 둔다면 이것의 원소의 개수는 (모든 해의 개수)−
|
⋃r

i=1Ai |로 구할 수 있다. 단, 여기서 Ai
def
= Bc

i이며, 이것은 xi > λi라는 조건 하나만을 만족

하는 해들의 집합을 의미한다. a

예제 3.28 (p158: 3.2.3) 자리 숫자의 합이 25인 9999 이하의 자연수의 개수를 구하여라.

(풀이). 구하는 답은

x1 + x2 + x3 + x4 = 25, 0 ≤ xi ≤ 9, (i = 1, 2, 3, 4)

의 정수해의 개수와 같다. 우선 전체집합은 위 디오판투스 방정식에서 부등식의 조건을 뺐을

때의 음아닌 정수해들의 집합이므로, 원소의 개수는 4H25 =
(
28
25

)
= 3276이다. 각 i = 1, 2, 3, 4

에 대하여

x1 + x2 + x3 + x4 = 25, xi ≥ 10

의 음아닌 정수해의 집합을 Ai라 하면 구하는 답은

3276− |A1 ∪A2 ∪A3 ∪A4 |
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가 된다. βk를 k = 1, 2, 3, 4에 대해서 구해 보면

β1 =
(
4
1

)
· 4H15 = 4 · 816 = 3264

β2 =
(
4
2

)
· 4H5 = 6 · 56 = 336

β3 = 0

β4 = 0

따라서 구하는 답은 3276− (3264− 336 + 0− 0) = 348 이다.
(주의). 전체집합의 원소의 개수가 104이 아니라 4H25임에 유의할 것. 따라서 0을 제외해야

하는지에 대해서 신경 쓸 필요가 없다. a

연습문제 3.29 (p166: #1) 다음과 같은 4자리의 자연수의 개수를 구하여라. (숫자로 답할 필요
는 없고 식만 쓰면 된다.)

(1) 0을 포함하지 않거나 또는 1을 포함하지 않는다. (힌트). 0을 포함하지 않는 모든 4자리
수들의 집합을 A1, 1을 포함하지 않는 모든 4자리수들의 집합을 A2라 했을 때 |A1 ∪A2 |
를 구하는 문제이다. 4자리수들의 전체집합은 생각할 필요가 없다.

(2) 0과 1중 적어도 한 숫자를 포함한다. (힌트). 드모르강의 법칙을 사용하여 합집합의
원소의 개수를 구하기 위해 전체집합의 원소의 개수에서 교집합의 원소의 개수를 빼면

된다. 이 문제에서는 포함배제의 원리를 사용할 필요가 없다. a

연습문제 3.30 (p166: #2) 123, 456, 789 중 적어도 하나를 포함하는 1, 2, . . . , 9의 순열의 개수

를 구하여라. (힌트). 123, 456, 789을 포함하는 순열들의 집합을 각각 A1, A2, A3로 놓고

|A1 ∪A2 ∪A3 |를 구하는 문제이다. |Ai | = 7! 등, 비교적 쉬운 문제이다. a

연습문제 3.31 (p166: #4) 정 n각형의 꼭짓점들을 연결하여 만들 수 있는 삼각형 가운데 그

다각형의 변을 포함하지 않는 삼각형의 개수를 구하여라. (힌트). 변들을 e1, . . . , en으로 놓고

ei를 포함하는 삼각형들의 집합을 Ai로 두었을 때 |(A1 ∪ · · · ∪ An)
c | =

(
n
3

)
− |A1 ∪ · · · ∪ An |

를 구하는 문제이다. β3는 n = 3일 때는 1이고 그 이외에는 0이다. k ≥ 4에 대해서는 βk = 0

이다. 책의 해답은 n = 3일 때 틀린다. a

연습문제 3.32 (p166: #5) 집합 X에 대해서 σ(X)
def
= |P(X)|로 정의한다. |A| = |B | = 100,

σ(A) + σ(B) + σ(C) = σ(A ∪B ∪ C)일 때 |A ∩B ∩ C |의 최솟값을 구하여라.
(힌트). 2|A|+2|B |+2|C | = 2|A∪B∪C |, 2101+2|C | = 2|A∪B∪C |. 그런데 일반적으로 2x+2y = 2z

이면 x = y = z − 1이 성립함. ∴ |C | = 101, |A ∪B ∪ C | = 102. |A ∪B ∪ C | = (|A| + |B | +
|C |) − (|A ∩B | + |B ∩ C | + |C ∩A|) + |A ∩B ∩ C | ⇒ 102 = 100 + 100 + 101 − (|A ∩B | +
|B ∩ C | + |C ∩A|) + |A ∩B ∩ C |. |A ∩B | + |B ∩ C | + |C ∩A|가 최소일 때 |A ∩B ∩ C |도
최소가 됨. 98 + 99 + 99 = 296이 최소인데, 이때 |A ∩B ∩ C | = 97. 실제로 이렇게 되는 집합

A, B, C의 예를 들어야 함. a

연습문제 3.33 (p166: #7) 갑식이는 어느 일주일 동안 매일 8명의 친구 중 2명씩을 저녁식사에
초대한다는 계획을 세웠다. 8명 모두를 적어도 한 번 이상 올 수 있도록 초대하는 방법의 개
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수를 구하여라. 답의 계산식을 쓰고, 이 식의 계산을 www.wolframalpha에서 하면 된다. (책의
답은 틀림.)

(힌트). 각 k = 1, . . . , 7에 대하여 친구 k명을 빼고 초대하는 방법의 개수를 구한 다음 전체

방법의 개수
(
8
2

)7
에서 이들의 합집합의 원소의 개수를 빼면 된다. 특정한 친구 k명을 초대하지

않는 방법의 수는
(
8−k
2

)7
이다. 그리고 친구 k명을 선택하는 방법의 수는 당연히

(
8
k

)
이다. 이

방법의 정당성을 확인하기 위하여 답을 다른 방법으로 구하여 맞춰 보아야 한다. 초대 기간을

4일로 줄이면 (일반화된 조합을 사용하는) 다른 방법으로 구할 수 있을 것이다. 또는 친구가
4명이고 3일간 초대하는 경우를 생각해 보라. a

연습문제 3.34 (p166: #8) 1학년부터 6학년까지 한 학년에 한 반씩 6개 반과, 한 반에 한 명씩
6명의 교사로 구성된 어느 초등학교가 있다. 다음 해에 학생들이 한 학년씩 진급을 하는데,
각 학년의 학생들이 모두 새로운 담임을 만나도록 교사를 배정하는 방법의 수를 구하여라.

(책의 답은 틀림.) a
(힌트). σ(i) 6= i + 1 for i = 1, . . . , 5. 6학년 담임 선생님은 어떤 학년을 맡게 되든 상관

없음. 이때 “일반화된 교란순열”의 개념이 필요하다. 교란수 Dn은 n개의 (구별되는) 대상과

n개의 (구별되는) 상자가 있는데, 각 대상마다 들어갈 수 없는 특정한 상자가 하나씩 있을 때

이들 대상을 상자에 넣는 방법의 수이다.

대상과 상자가 각각 n+1개 있는데 대상 중의 n개는 특정한 상자에 들어갈 수 없고, 대상

중의 하나는 아무 상자나 다 들어갈 수 있다는 조건을 만족하도록 대상들을 상자에 넣는

방법의 수는 얼마일까? 대상을 {x1, x2, . . . , n, ∗}라 하고 상자를 {y1, y2, . . . , yn, yn+1}라 하자.
각 i = 1, . . . , n에 대해서 xi는 yi에 들어갈 수 없고 ∗는 어떤 상자에 들어가도 된다. 두 가지
경우가 있다.

(i) ∗가 yn+1에 들어가는 경우의 수 : Dn

(ii) ∗가 yn+1에 들어가지 않는 경우의 수 : Dn+1

(이 강의노트 40쪽의 #4.2를 참조할 것.) 교란수 Dn을 계산할 때는 아래에 보인 점화식들

을 사용하면 편하다.

(1) Dn = (n− 1)(Dn−1 +Dn−2), (n ≥ 3)

(2) Dn = nDn−1 + (−1)n, (n ≥ 2) a

연습문제 3.35 (p166: #9) 1에서 9까지의 자연수를 배열하는데, 1이 2의 오른쪽에 또는 2가 3의
오른쪽에 또는 3이 4의 오른쪽에 있도록 배열하는 방법의 수를 구하여라. 단, 여기서 ‘오른쪽’
이라고 해서 인접할 필요는 없다. (책의 답은 틀림.)

(힌트). 다중집합의 순열의 개수를 셀 때와 같은 방법을 사용한다. 3개의 조건 중 특정한
하나의 조건을 만족하는 배열의 개수 = 9!

2! . 특정한 두 조건을 만족하는 배열의 수 = 9!
3! , 세

조건을 모두 만족하는 배열의 개수 = 9!
4! . a

연습문제 3.36 (p167: #10) (1) ① 어떤 모임에 온 n쌍의 부부가 서로 동시에 악수하는 방법

의 수를 구하여라.

②
(
2n
2

)(
2n−2

2

)
· · ·
(
2
2

)
는 왜 틀린 답인지 설명하여라. (힌트). ① 첫 사람이 악수할 수 있는

사람은 2n − 1. 남은 사람들 중에 첫 사람이 악수할 수 있는 사람은 2n − 3. ② 중복이

있다.
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(2) n쌍의 부부가 서로 동시에 악수하되 어느 누구도 자신의 배우자와는 악수하지 않는
방법의 수를 구하여라. (힌트). 포함배제의 원리 사용. i번째 부부가 자신의 배우자와

악수하는 “방법”의 집합을 Ai라 놓는다. a

연습문제 3.37 (p167: #12) 디오판투스 방정식 x1+x2+x3+x4 = 25, x1 > x4의 음아닌 정수해

의 개수를 구하여라. (힌트). k = 0, 1, . . . , 12에 대해서 x1 = x4 = k인 해를 제외한다. 그리고

2로 나눈다. a

연습문제 3.38 (p167: #17) 0, 1, . . ., 9의 순열 중 ① 첫 번째에 위치한 숫자는 1보다 크고, ②
마지막에 위치한 숫자는 8보다 작은 것들의 개수를 구하여라. 숫자로 답할 필요는 없고 식만
쓰면 된다. (힌트). 조건 ①를 만족하는 모든 순열들의 집합을 Ac

1, 조건 ②를 만족하는 모든

순열들의 집합을 Ac
2로 놓고 Ac

1∩Ac
2, 즉 (A1∪A2)

c의 원소의 개수를 세는 문제이다. |A1 ∩A2 |
는 구하기 쉬워도 |Ac

1 ∩Ac
2 |는 구하기 어려운 이유는 무엇인가? a

연습문제 3.39 (p168: #20, 오타 정정) 디오판투스 방정식

x1 + x2 + x3 + x4 = 35,

3 ≤ x1 ≤ 8, 4 ≤ x2 ≤ 9, 5 ≤ x3 ≤ 10, 6 ≤ x4 ≤ 11

의 정수해의 개수를 구하여라. a

연습문제 3.40 연립부등식

x1 + · · ·+ x6 ≤ 16, x1 + x2 + x3 ≤ 5

의 음아닌 정수해의 개수를 구하여라.
∑
과
(
n
m

)
기호를 사용하는 식으로 답하면 된다. a

3.3 분배와 분할

(pp169–193) 음 아닌 정수 n과 k에 대하여, n개의 대상을 k개의 상자에 넣는 방법으로 다음

과 같은 8가지 경우를 생각할 수 있다. 이 경우들을 ‘대상-상자 조합’이라고 부르기로 한다. 맨

오른쪽 열에 보인 ‘방법의 개수’에 대하여는 이 섹션에서 상세히 설명할 것이다.

대상 구별 상자 구별 빈상자 없음 방법의 개수

1 1 1 T (n, k)

1 1 0 kn

1 0 1 S(n, k)

1 0 0
∑k

i=0 S(n, i)

0 1 1 kHn−k

0 1 0 kHn

0 0 1 p(n, k)

0 0 0
∑k

i=0 p(n, i)

경우의 수를 구하는 문제에서 대상을 구별하는지 그렇지 않은지가 명시되어 있지 않은

경우가 많다. 명시되어 있지 않은 경우에는 사람, 카드, 편지 등은 구별되는 것이고 바둑돌,

구슬 등은 (색깔이 같다면) 구별되지 않는 것으로 보는 것이 보통이다.
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상자는 방, 우체통 등 대부분의 경우 구분이 되는 것으로 보며, 예외로 구분되지 않는

것으로 보는 상자는 ‘그룹’이다.

◦ ◦

8 가지의 대상-상자 조합 중에서 먼저 111과 110에 대해서 생각해 보자. 대상을 상자에 넣는
방법의 개수를 알고자 할 때, 대상과 상자는 그것들의 내용은 상관없이 각각의 개수만 알면

되므로 대상들을 {1, . . . , n}, 상자들을 {1, . . . , k}로 둔다. 대상을 상자에 넣는 것을 함수

f : {1, . . . , n} → {1, . . . , k}

로 보고 논의하기로 한다. 즉, 대상 x를 상자 y에 넣는 것을 f(x) = y로 생각한다. 그렇다면

‘방법’은 곧 함수이므로 이러한 함수의 개수가 몇 개인지를 알아내는 것이 우리가 할 일이다.

대상과 상자의 차이는, 하나의 대상은 단 하나의 상자에 들어가야 하지만, 하나의 상자는

여러 개의 대상을 받아들일 수 있다는 것이다. 이것이 바로 함수의 개념과 일치한다. 함수의

값 f(x)는 x가 정해지면 이것에 따라서 유일하게 정해지지만, 함수의 값이 y라 하면 (즉,

공역의 원소를 하나 취하여 그것을 y로 나타낸다면) f(x) = y가 되는 x들의 집합을

f−1(y) ⊆ {1, . . . , n}

로 나타내기로 할 때, f−1(y)는 2n개의 부분집합 중 어떤 것도 될 수 있다는 것이다.

빈 상자를 허용하지 않는다는 것은 모든 y에 대해서 f−1(y) 6= ∅라는 뜻이며, 이는 곧 f

가 전사함수라는 것을 의미한다—이것은 대상-상자 조합 111에 해당한다. 빈 상자를 허용하는
것, 즉 대상-상자 조합 110은 f−1(y)에 대해 아무런 조건이 없다는 뜻이다. f에 대한 조건은

정의역이 {1, . . . , n}이고 공역이 {1, . . . , k}라는 것뿐이다.
이러한 함수 f는 유한열 〈f(1), f(2), . . . , f(n)〉으로 나타낼 수 있다. 각 f(i)들은 1, . . . , k

중 어느 하나의 값을 가진다. n = 1이라면 이러한 f는 k개 존재한다. 길이가 n+1인 유한열은

길이 n의 유한열에 k 개의 가능한 값 중에서 어느 하나를 골라 덧붙이는 것이므로, 이러한

유한열의 개수는

(길이 n의 유한열의 개수) × k

가 될 것이다. 길이가 n인 유한열의 개수는 귀납가설에 의하여 kn이므로 이제 수학적귀납법에

의하여 110 대상-상자 조합에서 ‘방법의 수’는 kn이 됨을 알 수 있다.

110 대상-상자 조합에서 대상을 상자에 넣는 방법의 예를, n = 5, k = 3인 경우에 대하여

들어 보자. 대상을 1, 2, 3, 4, 5라 하고 상자를 b1, b2, b3라 하자. b1에 5를 넣고, b2에 1과 3을
넣고, b3에 2와 4를 넣었다면 이 ‘방법’은 ({5}, {1, 3}, {2, 4})로 표상하는(represent) 것이 자
연스러워 보인다. 그런데 이러한 표상이 35개 있다는 사실이 쉽게 파악되는가?

이 ‘방법’을 표상하는 다른 방법을 생각해 보자. 1은 b2에 들어갔고, 2는 b3에 들어갔고, 3
은 b2에 들어갔고, ... 이렇게 각 대상이 들어간 상자를 나열해 보면 (b2, b3, b2, b3, b1)을 얻는다.

따라서 이 ‘방법’을 (b2, b3, b2, b3, b1), 또는 더 간단히 23231로 표상할 수 있을 것이다.
첫 번째 방법은 각 상자에 들어간 대상들의 집합을 나열하였고, 두 번째 방법은 각 대상이

들어간 상자를 나열하였다. ({5}, {1, 3}, {2, 4}) 7→ 23231이 전단사 함수임을 증명해 보라.
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‘방법’ 같은 추상적인 것의 개수를 셀 때는 일단 이것을 구체적인 것(예를 들어 수열)으로

표상해서 이 표상의 개수를 세는 것이 좋다. 그런데 일반적으로 표상하는 방법은 유일하지

않으므로 개수를 세기에 가장 편리한 표상을 찾아야 할 것이다.

111 대상-상자 조합에서의 방법의 수 T (n, k)는 포함배제의 원리를 이용하여 (3.2)에서
알아낸 바 있다.

◦ ◦

이제 101 조합, 즉 대상은 구별되고, 상자는 구별되지 않으며 빈 상자는 없는 경우에 대
하여 알아보자. 이 때의 ‘방법의 수’를 S(n, k)로 나타내고 제2종 스털링 수라고 부른다. 그리고

이렇게 대상을 상자에 넣는 것을 “그룹으로 나누었다”고 말한다. 왜냐하면 그룹은 통상 서로

구별하지 않기 때문이다. (‘그룹’은 비어있지 않고 구별되지 않는 상자를 뜻한다고 보면 된다.

물론 그룹은 그 안의 원소들에 의하여는 구별된다.) S(n, k)는 111 조합에 대한 답, 즉 T (n, k)

를 이용하여 쉽게 구할 수 있다.

전사함수 f : {1, . . . , n} → {1, . . . , k}가 주어지면 f−1(1)은 상자1에 넣고, f−1(2)는 상자

2에 넣고, ... 이런 식으로 상자에 넣는다. 이제 상자에 붙은 번호 1, . . . , k를 모두 지워버려

(그리고 상자들의 위치를 뒤섞어 놓아) 상자들을 구별하지 않기로 한다. 그러면 원래는 다른

함수였으나 이제는 구별되지 않는 것들이 생길 것인데, 정확히 k!개의 (원래는 달랐던) 함수

들이 서로 구별되지 않을 것이다. ‘구별되지 않는 함수’들을 분할(partition)이라고 불러도 좋을
것이다. 역으로 생각하면, {1, . . . , n}를 k개의 그룹으로 나눈 뒤에, 각 그룹에 번호를 1, . . . , k

로 주고 그룹 i에 들어 있는 x들에 대하여 f(x) = i로 줌으로써 전사함수 f를 만들어 낼 수

있다. 그러므로 아래의 식을 얻는다.

S(n, k) =
T (n, k)

k!
(3.6)

제2종 스털링 수 S(n, k)를 T (n, k)를 사용하지 않고

직접 얻는 방법이 있다. 이 방법은 ㄱ-열법칙이라고 부르며,
이것으로 닫힌 식은 얻을 수 없지만 점화식을 얻을 수

있다.

ㄱ-열법칙은 아래의 식을 말한다.

S(n, k) = S(n− 1, k − 1) + k · S(n− 1, k) (∗)

그림에서는

(가) + (나) × (열번호) = (다)

를 뜻한다.

(∗)가 성립하는 이유는 n이 혼자서 그룹을 이루는 경우와 그렇지 않은 경우로 나누어

생각하면 알 수 있을 것이다. 이 점화식은 순열 개수의 점화식 2.3과 동일한 형태를 가지지만
초기조건이 다름이 관찰된다.

다음의 정리는 스털링에 의하여 밝혀진 것으로 증명 없이 명제만 제시한다.

33



정리 3.41

xn =
n∑

k=0

S(n, k)[x]k

제2종 스털링 수를 알았으니 이제는 제1종 스털링 수에 대하여 알아보자. 이 수는 s(n, k)

로 나타내며 n명을 k개의 원탁에 않히는 방법의 수를

뜻한다. s(n, k)에 대한 점화식은 ㄱ-행법칙에 의하여 얻을
수 있다.

ㄱ-행법칙은 아래의 식을 말한다.

s(n, k) = s(n− 1, k − 1) + (n− 1) · s(n− 1, k) (∗)

그림에서는

(가) + (나) × (행번호) = (다)

를 뜻한다.

(∗)가 성립하는 이유는 n이 혼자서 한 원탁을 독차지하고 앉는 경우와 그렇지 않은 경우로

나누어 생각하면 알 수 있을 것이다.

정리 3.42

[x]n =
n∑

k=0

(−1)n+ks(n, k)xk

이제 4번째 대상-상자 조합 100을 생각해 보자. 이것은 n명을 k개의 그룹으로 나누되

공그룹을 허용하는 것이다. 다시 말하면 k개 이하의 그룹으로 나누는 것이다. 따라서 이러한

방법의 개수는 아래의 식으로 얻어진다.
k∑

i=0

S(n, i)

k = n인 경우는 n명을 “몇 개의 그룹으로 나누는 방법”이라고 하며 이러한 방법의 수는
벨 수라고 하고 Bn으로 나타낸다: 즉, Bn =

∑n
k=0 S(n, k), n = 0, 1, . . .이다.

오해하지 않도록 말해 두겠는데 통상 그룹이라 함은 공집합이 아님을 뜻한다.

지금까지는 대상이 구별되는 경우에 대하여 공부하였다. 이제 대상이 구별되지 않는 경우

에 대해서 알아보자.

n개의 바둑돌을 k개의 구별되는 통에 넣는 방법의 개수는 디오판투스 방정식의 음아닌

해의 개수와 같다.

x1 + · · ·+ xk = n (3.7)
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xi를 i번째 통에 들어간 바둑돌의 개수로 보는 것이다. 이때 해의 개수가 kHn임은 앞서 구한

바 있다. xi = 0를 허용하는 것은 빈 상자가 있을 수 있다는 뜻이다. 즉, kHn은 대상-상자
조합 010에서 방법의 수이다.

011 대상-상자 조합, 즉 빈 상자를 허용하지 않는 경우는 (3.7)에서 xi > 0 조건을 만족하는

해만 인정하는 것으로 보면 된다. xi − 1 = yi로 두면 (3.7)은 y1 + · · · + yk = n − k가 되므로,

이때 구하는 방법의 수는 kHn−k가 됨을 쉽게 알 수 있다.

이제 n개의 바둑돌을 k개의 그룹으로 나누는 대상-상자 조합, 즉 001에 대해서 방법의
수를 구해보자. 이 방법의 수는 p(n, k)로 나타내며 n의 k-분할수(partition number)라고 한다.

p(n, k)는 자연수 n을 k개의 자연수의 합으로 나타내는 방법의 수와 같다. 예를 들면 7을
3개의 자연수의 합으로 나타내는 방법은

7 = 5 + 1 + 1 = 4 + 2 + 1 = 3 + 3 + 1 = 3 + 2 + 2

의 4 가지이므로 p(7, 3) = 4이다. 디오판투스 방정식에서는 (x1, x2, x3) = (5, 1, 1)과 (x1, x2, x3) =

(1, 5, 1), (x1, x2, x3) = (1, 1, 5)를 서로 다른 3개의 해로 구별하여 본다는 점이 지금과 다르다.
p(n, k)는 n ≥ k > 0인 경우에 대해서만 생각한다. 우선 p(n, n) = p(n, 1) = 1임을 알 수

있다. k > n > 0인 경우에는 p(n, k) = 0로 둔다. 그리고 n > k > 0에 대한 p(n, k)는 아래

정리의 점화식을 사용하여 구할 수 있다.

정리 3.43

p(n, k) = p(n− k, 1) + p(n− k, 2) + · · ·+ p(n− k, k) (3.8)

(증명). n개의 바둑돌을 구별이 안 되는 k개의 통에 빈 통이 없도록 넣는 방법의 수를 구하면

된다. 빈 통을 없애기 위하여 먼저 각 통에 1개씩 넣는다. 그리고 남은 n− k개의 바둑돌을 k

개의 통에 넣을 것인데, 이번에는 바둑돌을 배정받지 못하는 통이 있어도 된다. 즉, 비어있지

않은 통의 개수를 i라 할 때 각 i = 1, . . . , k에 대해서 개수를 세어 모두 더해주면 된다.

(3.8)을 이용하여 p(n, k) 표를 채우는 과정을 보자. 아래의 3개 표 중 왼쪽 표는 p(n, n) =

p(n, 1) = 1을 이용하여 만든 것이다.

가운데 표는 p(n, 2) = p(n − 2, 1) + p(n − 2, 2)를 n = 3, . . . , 6에 대해서 계산한 것이다.

n = 3에 대한 계산은 붉은색으로 나타내었고, n = 4에 대한 계산은 보라색으로 나타내었다.

오른쪽 표는 p(n, 3) = p(n− 3, 1) + p(n− 3, 2) + p(n− 3, 3)에 대해서 계산한 것이다. n = 5

에 대한 계산을 붉은색으로 나타내었다.

n\k 1 2 3 4 5 6
1 1 0 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0
3 1 1 0 0 0
4 1 1 0 0
5 1 1 0
6 1 1

n\k 1 2 3 4 5 6
1 1 0 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0
3 1 1 1 0 0 0
4 1 2 1 0 0
5 1 2 1 0
6 1 3 1

n\k 1 2 3 4 5 6
1 1 0 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0
3 1 1 1 0 0 0
4 1 2 1 1 0 0
5 1 2 2 1 0
6 1 3 3 1

표를 완성하는데 사용된 (3.8)을 “큰 ㄱ-법칙”이라고 부르기로 하자.
대상-상자의 마지막 조합인 000은 n 개의 바둑돌을 구별 안 되는 k개의 통에 빈 통을

허용하여 넣는 것을 뜻한다. 이것은 n 개의 바둑돌을 구별 안 되는 k개 이하의 통에 빈 통이
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없도록 넣는 것과 같다. 따라서 이렇게 넣는 방법의 수를 pk(n)이라 하면

pk(n) = p(n, 1) + · · ·+ p(n, k) (3.9)
가 된다. pn(n)

def
= p(n)을 n의 분할수라고 정의한다.

n을 k개 이하의 자연수의 합으로 (순서를 고려하지 않고) 나타내는 방법 수를 pk(n)이라

하였는데, 이번에는 n을 k 이하의 자연수의 합으로 나타내는 방법 수를 생각해 보자. 이 수

를 qk(n)으로 나타내면 qk(n) = pk(n)임을 패러즈 다이어그램(Ferrers diagram)을 통하여 보일 수
있다.

예를 들어 21 = 8 + 6 + 3 + 3 + 1은 오른쪽 그림과 같이 나타낼 수 있다. 이 그림은 21을
5개 이하의 그룹으로 분할한 하나의 예를 보여 준다.
그런데 이 그림은, 8개의 열 각각에 있는 점들의 개수를 세어
보면, 21을 5 이하의 자연수들로 분할한 하나의 예, 즉 21 =

5 + 4 + 4 + 2 + 2 + 2 + 1 + 1를 보여주는 것으로 해석할 수도

있다.

일반적으로 n을 k개 이하의 그룹으로 분할한 것은, 페레즈

다이어그램을 통하여, n을 k 이하의 자연수들로 분할한 것과 1대1 대응이 된다. 따라서

qk(n) = pk(n)이다. (8, 6, 3, 3, 1) 7→ (5, 4, 4, 2, 2, 2, 1, 1), (8, 6, 4, 3) 7→ (4, 4, 4, 3, 2, 2, 1, 1), ... 가

전단사함수임을 증명해 보라. (먼저 정의역과 공역을 정의해야 한다.)

연습문제 3.44 (p191, #1) 7 명의 사람을 4개의 그룹으로 가르는 방법의 개수를 구하여라. (힌
트). 공식 하나로 해결된다. a

연습문제 3.45 (p191, #2) 수의 집합 X의 원소의 합을 σ(X)로 나타내기로 하자.

집합 {1, 2, . . . , 101}을 조건

σ(Xk+1) = σ(Xk) + 6, (k = 1, 2, 3, 4, 5)

를 만족하는 6개의 부분집합 X1, . . . , Xk로 분할하는 것이 가능한가? (힌트). 이 문제는 이

섹션에서 공부한 내용과 무관하다. 단순한 등차수열 문제임. a

연습문제 3.46 (p191, #3) n 개의 서로 다른 소수의 곱으로 표현되는 자연수를 k ≤ n 개의 인

수의 곱으로 나타내는 방법의 개수를 구하여라. (힌트: p172 #3.3.2. 인수 1 허용?) a

연습문제 3.47 (p191, #6) 자연수 n을 1과 2의 합으로 나타내는 방법(더하는 순서를 바꾸는
것은 다른 방법인 것으로 간주)의 개수를 A(n)이라 하고, 2 이상의 자연수들의 합으로 나타
내는 방법(더하는 순서를 바꾸는 것은 다른 방법인 것으로 간주)의 개수를 B(n)이라고 하면

A(n) = B(n + 2)임을 증명하라. (힌트). n = 1, 2, 3, 4, 5, 6에 대해서 A(n)과 B(n + 2)을 각각

구하여 값이 같음을 확인한다. 이때 각 방법, 즉 수열들을 모두 나열하고 관찰하여 문제풀이에

유용한 패턴을 찾는다. A(n) 중에 2의 개수가 k인 것들의 개수를 구하는 식은 비교적 쉽게

구할 수 있다. 이것이 B(n + 2) 중에 k + 1개의 합인 것들의 개수 k+1Hn+2−2(k+1)와 같음을

계산에 의하여 확인한다. a
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연습문제 3.48 (p191, #7) 자연수 n을 서로 다른 자연수들의 합으로 나타내는 방법의 개수를

A(n)이라 하고, 홀수인 자연수들의 합으로 나타내는 방법의 개수를 B(n)이라 하면 ∀n ∈
N(A(n) = B(n))임을 증명하여라. 단, 순서만 바꾸어 더하는 것은 같은 방법으로 간주한다. a
(힌트).

2 GEORGE E. ANDREWS

Euler’s proof is then an algebraic exercise:∑
n≥0

D(n)qn =

∞∏
n=1

(1 + qn) (1.3)

=

∞∏
n−1

1− q2n

1− qn

=

∞∏
n−1

1

1− q2n−1

=
∑
n≥0

O(n)qn.

It was J. W. L. Glaisher [5] who in 1883 found a purely bijective proof of Euler’s
Theorem. Glaisher’s mapping goes as follows: start with a partition of n into odd
parts (here fi is the number of times (2mi − 1) appears as a part):

f1(2m1 − 1) + f2(2m2 − 1) + · · ·+ fr(2mr − 1). (1.4)

Now write each fi in its unique binary representation as a sum of distinct powers
of 2, i.e., now we have (with a1(i) < a2(i) < · · · )

r∑
i=1

fi(2mi − 1) =

r∑
i=1

(2a1(i) + 2a2(i) + · · ·+ 2aj(i))(2mi − 1)

=

r∑
i=1

(
2a1(i)(2mi − 1) + · · ·+ 2aj(i)(2mi − 1)

)
(1.5)

and this last expression is the image partition into distinct parts. To make Glaisher’s
maps concrete, let us return to the case n = 10.

9 + 1 → 1 · 9 + 1 · 1 → 9 + 1

7 + 3 → 1 · 7 + 1 · 3 → 7 + 3

7 + 1 + 1 + 1 → 1 · 7 + 3 · 1 → 1 · 7 + (2+1) · 1 → 7 + 2 + 1

5 + 5 → 2 · 5 → 10

5 + 3 + 1 + 1 → 1 · 5 + 1 · 3 + 1 · 2 → 5 + 3 + 2

5 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 → 1 · 5 + 5 · 1
→ 1 · 5 + (4+1) · 1 → 5 + 4 + 1

3 + 3 + 3 + 1 → 3 · 3 + 1 · 1 → (2+1) · 3 + 1 · 1 → 6 + 3 + 1

3 + 3 + 1 + 1 + 1 + 1 → 2 · 3 + 4 · 1 → 6 + 4

3 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 → 1 · 3 + 7 · 1
→ 1 · 3 + (1+2+4) · 1 → 4 + 3 + 2 + 1

1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 → 10 · 1 → (8+2) · 1 → 8 + 2

It is clear that this map is reversible; just collect together in groups those parts
with common largest odd factor.

Now there have been a number of refinements of Euler’s Theorem which have,
in one way or another, placed restrictions on the size of the parts used. Bousquet-
Mélou and Eriksson [1] have a version in which their “lecture hall partitions” occur.
Nathan Fine [4] has a version involving the Dyson rank. I. Pak [6] devotes Section 3

연습문제 3.49 (p192, #9) 제1 스털링 행렬의 제n행의 합을 구하여라. (힌트). 행렬을 그리고

값을 유추하여 n의 식으로 나타낸다. 그리고 ㄱ-행법칙과 수학적귀납법을 사용하여 이것이
옳음을 증명한다. a

연습문제 3.50 (p192, #12) 다음 등식을 증명하여라.

(1) S(n, k) = 1
k!

∑k
j=0(−1)k+j

(
k
j

)
jn

(2) S(n, k) =
∑n−1

j=0

(
n−1
j

)
S(j, k − 1) a

연습문제 3.51 (p193, #14) 집합 X = {1, 2, . . . , 14}에 대하여 다음을 구하여라.

(1) X를 공집합이 아닌 4개의 부분집합으로 분할하는 방법의 개수. (힌트). 대상-상자 조합
101

(2) X를 크기가 2, 3, 4, 5인 4개의 부분집합으로 분할하는 방법의 개수. (힌트). p70, 일반
화된 조합

(3) X를 크기가 3, 3, 4, 4인 4개의 부분집합으로 분할하는 방법의 개수. (힌트). 일반화된
조합과 약간 다름. a

연습문제 3.52 (p193, #15) 아래의 문제에서 자연수는 1 이상의 정수를 뜻한다.

(1) 합이 n인 자연수열의 개수를 구하여라. (힌트). 길이가 k인 경우에는 디오판투스 방정

식을 활용하면 된다. k = 1, . . . , n에 대한 개수를 구하여 모두 더하면 된다.

(2) 합이 n인 음아닌 정수의 수열의 개수를 구하여라. 단, 수열의 길이는 n 이하인 것으로

제한한다.

(3) 합이 n인 단조증가 자연수열의 개수를 구하여라. (힌트). 분할수 a

연습문제 3.53 (p193, #18) n-집합에서 k-집합으로 가는 함수로서 변역의 원소의 개수가 r인

것들의 개수는 kPr · S(n, r)임을 증명하여라. (힌트). T (n, r)과 S(n, r)의 관계를 이용한다. a
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3.4 카탈란 수

카탈란 수(Catalan number) Cn은 다음과 같이 정의되는 수이다.

Cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)
, (n = 0, 1, . . .)

먼저 확인할 것은 Cn은 항상 자연수라는 사실이다.

Proof.(
2n

n

)
−
(

2n

n+ 1

)
=

(
2n

n

)
− (2n)!

(n− 1)! (n+ 1)!
=

(
2n

n

)
− (2n)!

n!n!
· n

n+ 1

=
n+ 1

n+ 1

(
2n

n

)
− n

n+ 1

(
2n

n

)
=

1

n+ 1

(
2n

n

)
= Cn □

Proof. 오타를 다음과 같이 수정하고

“직선 y = n의 아랫부분를” ⇒ “ 직선 y = x의 아랫부분을”

“직선 y = x”를 “대각선”이라고 부르기로 한다.

O에서 P (n, n)까지 가는 (최단)경로 전체의 집합을 P, O에서 Q(n + 1, n − 1)까지 가는

(최단)경로 전체의 집합을 Q라 했을 때 P의 원소는 곧 다중집합 {n× ı⃗, n× ȷ⃗ }의 순열이므로
|P| =

(
2n
n

)
이다. 같은 방법으로 |Q| =

(
2n
n+1

)
임을 알 수 있다. 이제 Cn = |P| − |Q|라는 사실을

이용하여 이 정리를 증명할 수 있다.

대각선의 아랫부분을 지나는 원소들로 이루어진 P의 부분집합을 A라고 하자. 우리가

보이고자 하는 것은 |P−A| = Cn이다. |P−A| = |P| − |A|이고 Cn = |P| − |Q|이므로 결국
A와 Q의 원소들 간에 1대1 대응이 존재한다는 것을 보이면 된다.
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A의 원소 하나를 v⃗1 · · · v⃗2n이라고 하고 최초로 대각선 아래에 위치하는 벡터를 “키벡터”
라고 부르기로 하자. 위의 그림에서는 A의 원소 하나를 그리고 그것의 키벡터를 고등색으로

나타내었다.

키벡터 이후의 경로를 갈색으로 나타내었는데 이 부분을 y = x−1에 대칭시켜 얻은 파란색
경로를 키벡터까지의 경로에 이어붙이면 Q의 원소가 된다.

이런 방식으로 A의 원소에 Q의 원소를 대응시키면 된다.
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4 점화식과 생성함수

4.1 점화식

개수를 헤아리는 이산수학 문제에서는 구하는 값이 점화식에 의해 주어지는 경우가 많다.

예제 4.1 (p202: 4.2.1) 2개의 시그널 x, y를 전송하는 데 각각 1초, 2초가 소요된다고 하자.
임의의 x, y의 유한열을 “코드워드”라고 한다. 전송 소요시간이 n초인 코드워드의 개수를 an

이라고 할 때 a⃗
def
= (a1, a2, . . .)의 점화식을 구하고, 또 일반항을 구하는 데 필요한 초깃값을

구하여라.

(풀이). 전송 소요시간이 n초인 유한열에는 x로 시작하는 것이 an−1개, y로 시작하는 것이

an−2개 있으므로 점화식은

an = an−1 + an−2

가 된다. 일반항을 구하는 데는 초깃값 a1과 a2가 필요할 것인데, 1초 만에 전송되는 코드워
드는 x 하나 뿐이고, 2초 만에 전송되는 코드워드는 xx와 y의 2개가 있으므로 a1 = 1, a2 = 2

이다. a

Discussion 4.2 (일반화된 교란수) n+ k개의 대상들의 순열로서 그 중 n 개에는 허용되지 않은

위치가 각각 하나씩 있고, k 개는 아무 곳에 위치해도 되는 것들을 k-와일드교란순열이라 하고
이들의 집합을 D(n,k), 개수를 D(n,k)로 나타낸다. 먼저 k = 1인 경우를 아래에 보였다.

 

M 3 경우 2E기 가사 ten

010 O O I IO O I 10.0 1 I ck_5 2m l

o.iiii fi ioiiiie m

100 1.10.01 IO O l IO O f lo 0 kt F2Mt1

i 주 주 주 주 후 차
town110 1.10.01 IO O I 10.0 1 I

쒷 쌞ㆁ 게넖게넮

삶 낦 셆

Iii in A eeelnntl
각 i ≤ n는 i번째 자리에 놓일 수 없고 ∗는 아무 곳에 놓여도 된다.

(i) ∗가 n + 1 자리에 놓인 경우 : n개의 대상 1, . . . , n이 특정 위치에 놓일 수 없으므로

Dn 개

(ii) ∗가 n+ 1 이외의 자리에 놓인 경우 : n+ 1 개의 대상 1, . . . , n, ∗가 특정 위치에 놓일
수 없으므로 Dn+1 개

따라서 D(n,1) = Dn +Dn+1 .

이제 2-와일드교란순열의 개수 D(n,2)에 대해서 알아보자. 위치 1, . . . , n, n+1, n+2에 대상

1, . . . , n, a1, a2를 놓는데 각 i = 1, . . . , n에 대해서 i는 i 자리에 놓일 수 없고 a1, a2는 위치에

대한 제한이 없다.

a1이 n+ 1 자리에 놓이는 경우와 그렇지 않은 경우로 나누어 생각한다. 전자의 경우에는

주어진 조건을 만족하는 순열들의 개수는 D(n,1)이다. 후자의 경우에는 주어진 조건을 만족

하는 순열들의 개수는 D(n+1,1)이다. 그러므로

D(n,2) = D(n,1) +D(n+1,1) = (Dn +Dn+1) + (Dn+1 +Dn+2) = Dn + 2Dn+1 +Dn+2

이다. 즉, D(n,2) =
∑2

i=0

(
2
i

)
Dn+i 이다.

이제 D(n,k)를 어떻게 나타내어야 할지 추측할 수 있을 것이다. a

예제 4.3 (p202: 4.2.2) 교란수 Dn은 다음의 두 점화식을 모두 만족한다. (see p161)
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(1) Dn = (n− 1)(Dn−1 +Dn−2), (n ≥ 3)

(2) Dn = nDn−1 + (−1)n, (n ≥ 2)

(풀이). (1) (1) 교란순열의 집합 Dn을 맨 앞자리 수 r에 따라 분할하여 Dn =
⋃n

r=2Dn,r로

두자. (D(n,r)이 아니라 Dn,r임에 유의.) |Dn,r |은 r의 값에 무관하게 일정할 것이다. 2, . . . , n

으로 번호가 매겨진 n − 1개의 위치에 1, . . . , r − 1, r + 1, . . . , n이 놓여야 하는데, 이들 중에

1은 어느 곳에 놓여도 되고 1을 제외한 n − 2개의 대상들은 특정자리에 놓일 수 없으므로

|Dn,r | = D(n−2,1) = Dn−1 +Dn−2가 된다. 따라서

Dn = (n− 1) · |Dn,r | = (n− 1)(Dn−1 +Dn−2)

이다.

(2) En
def
= Dn − nDn−1로 두고 En = (−1)n을 보이면 된다. 이것은 En에 대한 점화식을

(1)을 이용하여 얻어 놓으면 쉽게 해결된다. a

연습문제 4.4 D(n,2)에 대한 다음의 점화식이 성립함을 보여라.

D(n,2) = 2Dn + 4Dn+1 + n(n− 1)D(n−2,2)

(힌트). n + 1과 n + 2 자리에 들어가는 a1, a2의 개수가 2일 때, 1일 때, 0일 때의 3 경우로
나누어 생각한다. a

정의 4.5 (p203) r ∈ N에 대하여 다음과 같은 형태의 점화식을

an = c1an−1 + · · · cran−r + f(n), (n ≥ r),

(단, c1, . . . , cr은 상수, cr 6= 0, f(n)은 n에 대한 식)
(4.1)

수열 (an)n에 대한 r계 선형점화식(linear recurrence relation of order r)이라고 한다. f(n) = 0인

경우 이 점화식을 선형동차점화식(linear homogeneous recurrence relation)이라고 한다. a

예를 들어 an = nan−1은 선형점화식이 아니다. 그리고 an = an−1 + 2는 선형동차점화식이

아니다.

우리는 먼저 선형동차점화식의 일반항을 구하는 방법을 공부하고, 그 다음에 일반적인

선형점화식의 일반항을 구하는 방법을 찾아낼 것이다.

Discussion 4.6 점화식 an = 3an−1 − 2an−2의 일반항을 a1과 a2를 사용한 식으로 나타내는

방법을 알아보자. 주어진 식은 an−an−1 = 2(an−1−an−2)와 동등하므로, 새로운 수열 (bn)n을

bn
def
= an − an−1로 정의하면 bn = 2bn−1이라는 등비수열의 점화식을 얻어서 해결할 수 있다.

이번에는 점화식 an = 5an−1 − 6an−2의 일반항을 구해 보자. 주어진 식을 이와 동등한

an − αan−1 = β(an−1 − αan−2) 형태의 식으로 변환할 수 있다면 bn
def
= an − αan−1로 두

면 bn = βbn−1이라는 등비수열의 점화식을 얻어서 해결할 수 있을 것이다. 계산해 보면,

α+ β = 5, αβ = 6이라는 연립방정식을 얻어 (α, β) = (2, 3), (3, 2)의 해를 얻게 된다.

방금 소개한 방법은 임의의 2계 선형동차점화식의 일반항을 구하는 해법으로 사용될 수
있다. 일반적인 r계 선형동차점화식

an = c1an−1 + · · ·+ cran−r, (cr 6= 0), (n ≥ r) (∗∗)
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의 일반항을 구하는 방법을 기술하겠다.

먼저 관련 용어들을 정의한다: x에 대한 r차 방정식

xr − c1x
r−1 − · · · − cr−1x− cr = 0 (4.2)

를 점화식 (∗∗)의 특성방정식(characteristic equation)이라고 하고 이 방정식의 해를 특성근(charac-
teristic root)이라고 한다. a

간단하지만 유용한 보조정리를 증명없이 아래에 소개한다.

보조정리 4.7 (pp204–205)

(1) λ 6= 0가 점화식 (∗∗)의 특성근인 것은 an = λn이 이 점화식을 만족할 필요충분조건이

다. (강의노트 43쪽의 (∗1) 이하에 충분조건에 대한 증명이 나와 있다. 필요조건에 대한
증명은 더 쉽다.)

(2) n에 관한 몇 개의 식 φ1(n), . . . , φk(n)이 각 i에 대해서, an = φi(n)로 두었을 때 점화식

(∗∗)이 만족된다면, φi(n)들의 임의의 선형조합을 an으로 두었을 때에도 (∗∗)가 만족된
다.

(3) λ1, . . . , λk가 모두 점화식 (∗∗)의 특성근이면, λn
i 의 임의의 선형조합을 an으로 두었을

때에도 (∗∗)가 만족된다. a

위의 보조정리를 이용하여 an = 5an−1 − 6an−2, a0 = 1, a1 = 1로 주어진 수열의 일반항을

구해 보자. 이 점화식의 특성방정식은 x2 − 5x + 6 = 0이므로 특성근은 λ1 = 2, λ2 = 3으로

둘 수 있다. 따라서 an = α12
n + α23

n으로 두었을 때 a0 = α1 + α2 = 1, a1 = 2α1 + 3α2 = 1

이므로 (α1, α2) = (2,−1)을 얻는다. 그러므로 일반항은 an = 2n+1 − 3n, (n ≥ 0)이다.

정리 4.8 (p206: 4.2.6) r계 선형동차점화식 (∗∗)이 r 개의 서로 다른 특성근 λ1, . . . , λr을 가진

다면 이 점화식을 만족하는 수열 (an)
∞
n=0의 일반항은 적당한 상수 α1, . . . , αr에 대하여

an = α1λ
n
1 + · · ·αrλ

n
r (#)

으로 나타낼 수 있다.

(증명). 먼저 초깃값 a0, . . . , ar−1들이 임의로 주어졌을 때, 각 n = 0, . . . , r−1에 대하여 (#)를
만족하는 α1, . . . , αr이 유일하게 존재함을 증명하겠다.

(#)가 n = 0, . . . , r − 1에 대하여 성립한다는 것을 말하는 r 개의 등식은 아래의 행렬을

사용하여

A =



1 1 · · · 1

λ1 λ2 · · · λr

λ2
1 λ2

2 · · · λ2
r

...
...

. . .
...

λr−1
1 λr−1

2 · · · λr−1
r


, x⃗ =



α1

α2

α3

...

αr


, v⃗ =



a0

a1

a2
...

ar−1


하나의 식 Ax⃗ = v⃗로 나타낼 수 있다. 이 연립방정식의 해가 유일하게 존재함을 보여야 하

는데, 이는 곧 A가 가역행렬임을 의미하며, 이를 위하여 A의 행들이 선형독립임을 보이겠다.

각 i = 0, . . . , r − 1에 대하여 A의 i행을 Ai로 두었을 때, 모든 b0, . . . , br−1 ∈ R에 대하여
r−1∑
i=0

biAi = (0, . . . , 0) 이면 (4.3)
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(∀i)(bi = 0)

가 성립함을 보이면 된다. 여기서 x에 대한 r − 1-차 이하의 다항식 g(x)를

g(x)
def
= b0 + b1x+ · · · br−1x

r−1

로 두면 (4.3)의 좌변은 (g(λ1), g(λ2), . . . , g(λr))이며 이것이 우변 0⃗와 같다는 것은 g(x)가 서

로 다른 해 λ1, . . . , λr을 가짐을 의미한다.

g(x)는 차수가 r−1 이하인 다항식인데 r 개의 서로 다른 해를 가지므로 (∀x ∈ R)(g(x) = 0)

이어야만 한다. 이는 곧 (∀i)(bi = 0)를 함의한다. 이로써 각 n = 0, . . . , r − 1에 대하여 (#)를
만족하는 α1, . . . , αr이 유일하게 존재함이 증명되었다.

이제 이렇게 구한 αi들에 대하여 수열 (an)
∞
n=0를 (#)에 의해서 정의했을 때 이 수열이 점

화식 (∗∗)을 만족하는 것은 앞서 나왔던 보조정리 4.7에 의하여 확인된다. 즉, 각 λn
i 이 (∗∗)를

만족하며 an은 이들의 선형조합이므로 역시 (∗∗)를 만족한다.

예제 4.9 (pp208–209) 4.2.8, 4.2.9 a

이로써 r계 선형동차점화식과 초깃값조건에 의하여 정의된 수열의 일반항을 구하는 문

제는 “서로 다른 특성근의 개수가 r이라는 조건 하에는” 해결되었다. 각 특성근 λi에 대하여

an = λn
i 은 주어진 점화식 (∗∗)을 만족하며 이들의 임의의 선형조합도 역시 (∗∗)를 만족한다는

것, 그래서 r계 점화식의 일반해를 위하여는 점화식을 만족하는 r개의 “해” an = λn
1 , . . . , λ

n
r

가 있으면 충분하다는 것이다.

r계 선형동차점화식이 중근을 가질 때는 점화식의 해의 개수가 λn
i 형태로는 r 미만이라는

문제가 발생한다.

이 문제는 미분에 의하여 해결할 수 있으며 대략적인 아이디어는 다음과 같다: 선형동차

점화식과 그것의 특성방정식을 아래에 보였다.

an = c1an−1 + · · ·+ cran−r, (n ≥ r) (∗1)

f(x)
def
= xr − c1x

r−1 − · · · − cr−1x− cr = 0 (∗2)

특성방정식 f(x) = 0가 λ를 해로 가진다면 (∗2)의 양변에 xn−r을 곱하고 x := λ로 치환한

다음 항들을 적당히 이항하면 λn = c1λ
n−1+ · · · crλn−r을 얻게 되어 (∗1)이 an := λn에 대하여

만족됨을 알 수 있다.

만일 f(x) = 0가 λ를 중근으로 가진다면 f(x) = (x − λ)2h(x)로 놓을 수 있고, 양변을

미분하면 f ′(x) = 2(x−λ)h(x)+ (x−λ)2h′(x)가 되어 f ′(λ) = 0임을 알 수 있다. f(x)xn−r = 0

도 λ를 중근으로 가지므로 f [1](x)
def
= x · (f(x)xn−r)′로 두면 f [1](λ) = 0가 될 것이다. 그런데

f [1](x) = x ·
(
nxn−1 − c1(n− 1)xn−2 − · · · − cr(n− r)xn−r−1

)
= nxn − c1(n− 1)xn−1 − · · · − cr(n− r)xn−r

이므로 f [1](λ) = 0는

nλn = c1(n− 1)λn−1 + · · ·+ cr(n− r)λn−r

를 함의하며 이는 an = nλn으로 두었을 때 an이 점화식 (∗1)을 만족한다는 것을 의미한다.
그러므로 우리는 특성방정식의 하나의 해 λ에 대하여 점화식의 해로 an = λn과 an = nλn,

이렇게 2개를 얻을 수 있다.
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이상의 아이디어를 일반화한 것이 pp210–214에 나와 있으며, 결과만 기술하면 다음과
같다.

Notation 4.10 (p210) 다항식 f(x)에 대하여,

f (0)(x) = f, f (k+1) =
d

dxf
(k),

f [0](x) = f, f [k+1] = x
d

dxf
[k]. a

따름정리 4.11 (p211: 4.2.11) f(x)가 다항식이고 λ 6= 0, p ∈ N이면

(∀i < p)(f (i)(x) = 0) ⇔ (∀i < p)(f [i](x) = 0) a

따름정리 4.12 (p211: 4.2.12) x = λ가 점화식 (∗∗)의 특성방정식의 p-중근이면

λn, nλn, . . . , np−1λn

의 각각은 점화식 (∗∗)을 만족한다. a

정리 4.13 서로 다른 λ1, . . . , λq ∈ R에 대하여 점화식 (∗∗)의 특성방정식이

(x− λ1)
p1(x− λ2)

p2 · · · (x− λq)
pq = 0

라면 점화식 (∗∗)에 의하여 정의되는 수열의 일반항은

λn
1 , nλ

n
1 , n

2λn
1 , . . . , n

p1−1λn
1 ,

λn
2 , nλ

n
2 , n

2λn
2 , . . . , n

p2−1λn
2 ,

...
...

...

λn
q , nλ

n
q , n

2λn
q , . . . , n

pq−1λn
q

들의 선형조합으로 나타낼 수 있다. 위의 각 행에 나타나는 항들의 개수는 일정하지 않으며

이들을 모두 더하면 p1 + · · ·+ pq개 이다. a

예제 4.14 p214: 4.2.14 a

이제 일반선형점화식 (4.1)의 해법을 알아 보자. 점화식 (4.1)을 아래에 다시 보였다.

an = c1an−1 + · · · cran−r + f(n), (n ≥ r),

(단, c1, . . . , cr은 상수, cr 6= 0, f는 n에 대한 식)
(∗)

(∗)에서 f(n)을 제거하여 얻은 선형동차점화식을 부속동차점화식이라고 한다. 만일 (∗)의 특수해
를 구했다면, 그것을 p(n)이라 하고 부속동차점화식의 일반해를 g(n)이라 했을 때

F (n)
def
= g(n) + p(n)

은 (∗)의 일반해가 된다. 즉 an = F (n)으로 두면 (∗)가 만족되고, 역으로 (∗)를 만족하는 모든
an은 an = g(n) + p(n) 형태가 된다.

점화식에 주어지는 초기조건은 일반해에 나타나는 미정계수를 결정하는 데 쓰이며 특수

해와는 아무런 상관이 없다.
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모든 일반선형점화식에 대하여 특수해를 기계적으로 구할 수 있는 일반적인 방법은 없으

나, 흔히 나타나는 일반 선형점화식에 대해서는 다음과 같은 방법을 사용하면 대부분 답이

얻어진다.

(1) f(n)이 n에 대한 d차 다항식일 때

• 1이 부속동차점화식의 특성근이 아닐 때 p(n) = (n에 대한 d차 다항식)

• 1이 부속동차점화식의 중복도 p의 특성근이면 p(n) = np · (n에 대한 d차 다항식)

(2) f(n)이 n에 대한 지수함수에 상수를 곱한 것, 즉 f(n) = kcn꼴 일때

• c가 부속동차점화식의 특성근이 아닐 때 p(n) = βcn

• c가 부속동차점화식의 중복도 p의 특성근이면 p(n) = βnp · cn

예제 4.15 pp216–219: 예제 4.2.15–4.2.18 a

연습문제 4.16 (p221: #6) 길이가 n인 {0, 1, 2}-유한열 중에 다음 조건을 만족하는 원소들의 개
수 an의 점화식을 구하여라. (힌트). 아래의 3문제 모두, 수열이 0으로 시작하는 경우와 그렇
지 않은 경우로 나누어 생각하면 된다.

(1) 짝수개의 0이 나타난다. (힌트). 해답에는 점화식 대신 일반항이 나와 있는데, 점화식을
구하고 이 일반항이 점화식을 만족함을 확인하여라. 점화식을 구할 때는 홀수 개의 0
을 가지는 길이 n의 {0, 1, 2}-수열의 개수는 3n − an 임에 착안한다.

(2) 00이 부분수열로 나타나지 않는다.

(3) 012가 부분수열로 나타나지 않는다. (힌트). a1, a2, . . . , a5까지 구해 보면 책의 해답은
틀렸음을 알 수 있다. a6도 구해 보라. a7도 구할 수 있겠는가? 점화식은 an = 2an−1 +

“0으로 시작하는 길이 n의 유한열 중 012가 나타나지 않는 것들의 개수”로 놓으면 될
것이다. 따옴표 부분이 말하는 수열을 σ

def
= 0τ로 놓으면 τ는 길이 n − 1의 {0, 1, 2}-수

열로서 012가 나타나지 않고 또한 12로 시작하지 않는다. 즉,

• A = {0, 1, 2}n−1의 원소 중에서 012가 나타나는 것들의 집합,

• B = {0, 1, 2}n−1의 원소 중에서 12로 시작하는 것들의 집합

로 두었을 때 τ는 Ac ∩Bc의 원소, 즉 {0, 1, 2}n−1 − (A ∪B)의 원소이다.

|A| = 3n−1 − an−1, |B | = 3n−3, |A ∩B | = 3n−3 − an−3

이므로

|Ac ∩Bc | = 3n−1 −
(
(3n−1 − an−1) + 3n−3 − (3n−3 − an−3)

)
= an−1 − an−3

가 된다. (참고: 이렇게 얻은 점화식이 모든 n ≥ 3에 대해서 성립하도록 하려면 a0를 1
로 두면 된다. 이것은 길이 0인 수열의 개수를 1로 보는 수학의 관례에 부합된다.) a

연습문제 4.17 (p222: #9) 한 변의 길이가 n인 정삼각형을 한 변의 길이가 1인 정삼각형들로

나누어 놓은 것을 “크기 n의 정삼각형”이라고 부르기로 한다. 크기 n의 정삼각형에 포함된

크기 1부터 크기 n에 이르는 모든 삼각형과 역삼각형의 개수를 an이라 했을 때 이것의 식을
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구하여라. (이 문제는 점화식의 문제라고 말하기에는 썩 적당하지 않다고 본다.)

(힌트).

an =

1, if n = 1,

an−1 + f(n), if n > 1

로 둘 것인데 여기서 f(n)은 오른쪽 그림에서 녹색 부분

을 일부 또는 전부로 가지는 모든 정삼각형과 역정삼각

형들의 개수를 뜻한다. f(2) = 4, f(3) = 8, f(4) = 14이다.

f(5)와 f(6)를 구하여라. an = a1+ f(2)+ · · ·+ f(n)이다.

f(n)은 다양한 크기를 가진 삼각형들의 개수인데 정

삼각형의 크기는 1부터 n까지이고, 역정삼각형의 크기는

1부터 bn/2c까지이다. (why?) 크기 k의 정삼각형의 개수

는 n + 1 − k이고, 역정삼각형의 개수는 n + 1 − 2k이다.

GDi
5 4 9

ii

(why?)

f(n) =

3
4n

2 + n
2 , if n even,

3
4n

2 + n
2 −

1
4 , if n odd

(4.4)

를 보일 수 있을 것이다. f(1) = 1이므로 an =
∑n

k=1 f(k)으로 두면 된다. 이것을 계산할 때 k

가 홀수값과 짝수값을 교대로 취하는 것에 유의해야 한다. 또는 (4.4)를 짝수/홀수의 경우로
나누지 않고 (−1)n을 이용하여 하나의 식으로 표현하는 것도 좋은 해결 방법이다. a

4.2 생성함수

정의 4.18 (p224) 수열 a⃗
def
= (an)

∞
n=0의 생성함수(generating function)는 멱급수

∞∑
n=0

anx
n

을 뜻한다. 즉, an은 그것의 생성함수의 n차 항의 계수이다. a

Remark 4.19 생성함수는 어떤 수렴구간이 있어, 이에 속하는 모든 x에 대하여
∑∞

n=0 anx
n =

g(x)가 성립하는 닫힌 형식의 g(x)가 존재할 때 비로소 유용하다. 멱급수는 수렴구간의 내부

(interior)에서는 자유로이 항별로(term by term) 미분/적분해도 된다.
f(x)가 0 근방에서의 해석적 함수인 경우에는 이것의 매크로린 급수는 수열

(
f (n)(0)

n!

)∞
n=0

의 생성함수가 된다. a

예제 4.20 유용한 몇 개의 수열에 대한 생성함수를 아래에 보였다.

(1, 1, 1, . . .) : 1 + x+ x2 + · · · = 1

1− x

(nC0, nC1, nC2, . . .) : nC0 + nC1x+ nC2x
2 + · · · = (1 + x)n

(nH0, nH1, nH2, . . .) : nH0 + nH1x+ nH2x
2 + · · · = 1

(1− x)n
a
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위의 예에서 3번째 등식은 아래의 작업을 통하여 얻을 수 있다.

정의 4.21 (p80, p97) 실수 x와 음아닌 정수 r에 대하여 하강계승 (falling factorial) [x]r과 상승계승(rising
factorial) [x]r을 다음과 같이 정의한다.

[x]r
def
=

x(x− 1) · · · (x− r + 1), if r > 0,

1, if r = 0.

[x]r
def
=

x(x+ 1) · · · (x+ r − 1), if r > 0,

1, if r = 0.

정의로부터 x
def
= n ∈ N인 경우에는 [n]r = nPr,

[n]r
r! = nCr, [n]r = n+r−1Pr,

[n]r

r! = n+r−1Cr =

nHr임을 알 수 있다.

실수 α와 정수 r에 대하여 다음과 같이 2항계수의 확장
(
α
r

)
을 정의한다.

(
α

r

)
def
=


[α]r
r! , if r ≥ 1,

1, if r = 0,

0, if r < 0.

a

예제 4.22 (p97: 2.4.9)

(1) n, k ∈ N일 때
(−n

k

)
= (−1)knHk.

(2) k ∈ N일 때
( 1

2
k

)
= (−1)k−1

k2k−1

(
2k−2
k−1

)
(증명). (1)이 성립함은 정의를 따라 계산해 보면 곧 알 수 있다. (2)의 증명은 다음과 같은
계산으로 확인된다.(1

2

k

)
=

1
2(

1
2 − 1)(12 − 2) · · · (12 − k + 1)

k!

=
(−1)k−1

2k
· 1 · 3 · 5 · · · (2k − 3)

k!

=
(−1)k−1

2k
· 1 · 2 · 3 · 4 · · · (2k − 3)(2k − 2)

k! · 2 · 4 · · · (2k − 2)

=
(−1)k−1

2k
· (2k − 2)!

k · (k − 1)! · 2k−1(k − 1)!
=

(−1)k−1

k22k−1
·
(
2k − 2

k − 1

)
□

정리 4.23 (뉴튼의 2항정리,p99: 2.4.11) 실수 α와 x에 대하여

(1 + x)α =

∞∑
r=0

(
α

r

)
xr, for |x| < 1 (4.5)

이 성립한다. (이것은 α = n ∈ N인 경우에는 우리에게 익숙한 2항정리로 환원된다. 이때는
|x| < 1이라는 조건은 필요없다.)

(증명). 먼저 수렴성을 보이기 위하여 ratio test를 쓰면

lim
r→∞

∣∣∣∣∣
(

α
r+1

)
xr+1(

α
r

)
xr

∣∣∣∣∣ = lim
r→∞

∣∣∣∣α− r

r + 1

∣∣∣∣ · |x| < 1

47



이므로 우변이 잘 정의됨을 알 수 있다. 그 다음은 x 7→ (1+x)α가 해석적 함수이므로 맥로린

급수를 쓰면 된다. (xr의 계수는 dn

dx (1 + x)r|x=0/r! = [α]r/r! =
(
α
r

)
이다.)

예제 4.24 (p101: 2.4.12) |x| < 1, n ∈ N일 때 다음을 멱급수로 나타내 보자.
(1) 1

(1+x)n , (2)
√
1 + x

(풀이). (1), (2) 모두에 뉴튼의 2항정리를 사용한다.

(1 + x)−n =

∞∑
r=0

(
−n
r

)
xr

=

∞∑
r=0

(−1)rnHrx
r (by 예제 4.22.(1))

(1 + x)
1
2 =

∞∑
r=0

(1
2

r

)
xr

=

∞∑
r=0

(−1)r−1

r22r−1

(
2r − 2

r − 1

)
xr (by 예제 4.22.(2)) a

바로 위 예의 (1)에서 x를 −x로 치환하면 예제 4.20의 마지막 예가 얻어진다.

예제 4.25 (p225) (−1, 1)에서 수렴하는 멱급수

1− x+ x2 − x3 · · · = 1

1 + x
(4.6)

의 양변을 미분하고 −1을 곱하면

1− 2x+ 3x2 − 4x3 · · · = 1

(1 + x)2
(4.7)

을 얻는다. (4.6)의 양변을 적분하고 적분상수를 맞춰주면

x− 1

2
x2 +

1

3
x3 − 1

4
x4 · · · = log(1 + x)

를 얻는다. (4.7)은 (4.6)을 제곱하여 얻을 수도 있다. a

중복조합의 개수를 생성함수를 써서 구할 수 있다. 예를 들어 X,Y, Z 3 종의 대상에서
중복을 허락하여 n개를 택하는 방법의 개수를 다음의 다항식과 연관지을 수 있다.

f(x, y, z)
def
= (1 + x+ x2 + · · · )(1 + y + y2 + · · · )(1 + z + z2 + · · · )

f(x, y, z)의 전개식의 항들 중에 지수의 합이 n인 것들의 개수가 곧 an이다. 즉, 전개식의

모든 항들의 집합을 T로 두면

an =
∣∣{xpyqzr ∈ T

∣∣ p+ q + r = n, p, q, r ≥ 0}
∣∣

이다. 따라서

f(x, x, x) = (1 + x+ x2 + · · · )(1 + x+ x2 + · · · )(1 + x+ x2 + · · · ) =
∞∑
n=0

anx
n

이므로 a⃗의 생성함수가 곧 f(x, x, x)가 된다. 1+x+x2+· · · = 1
1−x임을 이용하면

∑∞
n=0 anx

n =
1

(1−x)3
= 3H0 + 3H1x + 3H2x

2 + · · ·를 얻는다. 다시 말해서 an = 3Hn이며 이는 우리가 익히

알고 있던 사실이다.

이번에는 중복조합 중에 각 종류의 대상의 개수에 제한을 둔 것들의 예를 들어 보자.
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bn =
∣∣{xpyq ∣∣ p+ q = n, 0 ≤ p ≤ 2, q ≥ 1}

∣∣
로 두면 b⃗의 생성함수는

(1 + x+ x2)(x+ x2 + x3 + · · · ) = x

∞∑
n=0

xn + x2
∞∑
n=0

xn + x3
∞∑
n=0

xn

= x+ 2x2 +

∞∑
n=3

(3xn)

이므로 (b0, b1, b2, . . .) = (0, 1, 2, 3, 3, . . .)를 얻는다.

예제 4.26 (p227: 4.3.1) 디오판투스 방정식

x+ y + z = n, (x ≥ 1, y ≥ 2, z ≥ 3)

의 해의 개수를 an이라 할 때 a⃗의 생성함수를 구하고 a100의 값을 구하여라.

(풀이).

(x+ x2 + · · · )(x2 + x3 + · · · )(x3 + x4 + · · · ) = x6(1 + x+ x2 + · · · )3

=
x6

(1− x)3
=

∞∑
n=0

3Hnx
n+6 =

∞∑
n=6

3Hn−6x
n

∴ a100 = 3H100−6 =
(
96
94

)
=
(
96
2

)
= 4, 560 a

예제 4.27 (p227: 4.3.2) 디오판투스 방정식

x1 + x2 + · · ·+ x7 = 25, (∀i)(2 ≤ xi ≤ 6)

의 해의 개수를 구하여라.

(풀이). 이런 문제는 포함배제의 원리를 사용하여 풀 수도 있지만 여기서는 생성함수를 사용해

보자. 주어진 방정식의 우변이 n ∈ N일 때 주어진 조건을 만족하는 해의 개수를 an이라 하면

a⃗의 생성함수는

(x2 + · · ·+ x6)7 = x14(1 + · · ·+ x4)7 = x14
(
1− x5

1− x

)7

그런데

(1− x5)7 = 1−
(
7

1

)
x5 +

(
7

2

)
x10 −

(
7

3

)
x15 + · · ·

(1− x)−7 = 1 + 7H1x+ 7H2x
2 + 7H1x

3 + · · ·

이고, 위 두 전개식의 곱에서 x11의 계수를 찾으면 그것이 a25이다. 따라서

a25 = 1 · 7H11 −
(
7

1

)
7H6 +

(
7

2

)
7H1 = 6, 055

를 얻는다. a

예제 4.28 (p228: 4.3.3) 고정된 p ∈ N에 대하여

x1 + · · ·+ xp = n, (각 xi는 홀수)

의 양의 정수해의 개수를 an이라 할 때

(1) a⃗의 생성함수를 구하여라.
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(2) p = 3일 때 an의 식을 구하여라.

(풀이). (1) (x+ x3 + x5 + · · · )p =
(

x
1−x2

)p
(2) p = 3일 때 생성함수는(

x

1− x2

)3

= x3
∞∑
k=0

3Hkx
2k =

∞∑
k=0

3Hkx
2k+3

= 3H0x
3 + 3H1x

5 + 3H2x
7 + · · ·

an은 xn의 계수이므로 2k + 3 = n으로 두면 k = n−3
2 이므로 3Hk = 3Hn−3

2
=
(n+1

2
2

)
이므로

an =


(n+1

2
2

)
, if (∃k ≥ 0)(n = 2k + 3),

0, otherwise.
a

예제 4.29 (p231: 4.3.6) 생성함수를 이용하여 피보나치 수열 〈fn〉∞n=0의 일반항을 구하여라.

(풀이). 이 수열의 생성함수를 g(x) =
∑∞

n=0 fnx
n으로 둔다. 생성함수를 구하기 위하여 이것에

대한 방정식을 다음과 같이 얻는다.

g(x) =
∞∑
n=0

fnx
n = f0 + f1x+

∞∑
n=2

(fn−1 + fn−2)x
n

= f0 + f1x+

∞∑
n=2

fn−1x
n +

∞∑
n=2

fn−2x
n (∗)

그런데

∞∑
n=2

fn−1x
n = x

∞∑
n=2

fn−1x
n−1 = x

∞∑
n=1

fnx
n = x(g(x)− f0)

∞∑
n=2

fn−2x
n = x2

∞∑
n=2

fn−2x
n−2 = x2

∞∑
n=0

fnx
n = x2g(x)

이므로 이를 (∗)에 대입하면, 그리고 f0 = f1 = 1을 사용하면

g(x) = 1 + x+ x(g(x)− 1) + x2g(x) = 1 + xg(x) + x2g(x)

g(x)(1− x− x2) = 1

g(x) =
1

1− x− x2

을 얻는다. 여기서 α = 1+
√
5

2 , β = 1−
√
5

2 로 두면 (참고로 α, β는 1−x−x2 = 0의 해가 아니다.)

g(x) =
1

α− β

(
α

1− αx
− β

1− βx

)
=

1√
5

(
α

∞∑
n=0

αnxn − β

∞∑
n=0

βnxn

)

=
1√
5

∞∑
n=0

(
αn+1 − βn+1

)
xn
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을 얻는다. 따라서 fn = 1√
5

(
αn+1 − βn+1

)
이다. a

예제 4.30 (p232: 4.3.7) 생성함수를 이용하여 a0 = 1, an = 8an−1+10n−1, (n ≥ 1)으로 정의되

는 수열 〈an〉n의 일반항을 구하여라. (힌트). 생성함수 g(x)에 대한 방정식을 세운 다음 이를

풀어 생성함수의 식을 얻는다. a

정의 4.31 (지수생성함수) 수열 〈an〉∞n=0의 지수생성함수(exponential generating function)는

a0
x0

0!
+ a1

x1

1!
+ a2

x2

2!
+ · · ·

를 뜻한다. 즉, an은 그것의 지수생성함수의 n차 항의 계수에 n!을 곱하여 얻어진다. a

예제 4.32 (p236)

(1) 수열 (kP0, kP1, kP2, . . .)의 생성함수는 닫힌 형식으로 표현할 수 없으나 지수생성함수

kP0
x0

0! + kP1
x1

1! + kP2
x2

2! + · · ·는 닫힌 형식
(
k
0

)
x0+

(
k
1

)
x1+

(
k
2

)
x2+ · · · = (1+ x)k로 쓸 수

있다.

(2) 수열 (1, 1, 1, . . .)의 생성함수는 1
1−x이고 지수생성함수는

∑∞
n=0

xn

n! = ex이다.

(3) 수열 (1, a, a2, . . .)의 생성함수는 1
1−ax이고 지수생성함수는

∑∞
n=0

(ax)n

n! = eax이다. a

생성함수가 중복조합의 개수를 세는 데 유용했듯이 지수생성함수는 중복순열의 개수를

세는 데 유용하다. 예를 들어 3-집합 {X,Y, Z}의 n-중복순열의 개수를 an이라 했을 때 우리는

an =
∑

p+q+r=n
n!

p!q!r! , (n ≥ 0)임을 안다. 그런데

(
x0

0!
+

x1

1!
+

x2

2!
+ · · ·

)(
x0

0!
+

x1

1!
+

x2

2!
+ · · ·

)(
x0

0!
+

x1

1!
+

x2

2!
+ · · ·

)

= 1 +

 ∑
p+q+r=1

1

p!q!r!
xpxqxr

+

 ∑
p+q+r=2

1

p!q!r!
xpxqxr

+ · · ·

=
∞∑
n=0

( ∑
p+q+r=n

1

p!q!r!

)
xn =

∞∑
n=0

( ∑
p+q+r=n

n!

p!q!r!

)
xn

n!

=
∞∑
n=0

an
xn

n!

이고, 이는 곧
(
x0

0! +
x1

1! +
x2

2! + · · ·
)3

= (ex)3 = e3x
def
= G(x)이 수열 (an)

∞
n=0의 지수생성함수

임을 의미한다. G(x)를 이용하여 a4를 구해 보자. G(x)의 x4-항은

e3x = 1 + (3x) +
(3x)2

2!
+

(3x)3

3!
+

(3x)4

4!
+ · · ·

로부터 34 · 1
4!임을 알 수 있다. 따라서 a4 = 34 = 3Π4이다.

예제 4.33 (p237) k ≥ 1, n ≥ 0에 대해서 k-집합 {X1, . . . , Xk}의 n-중복순열들 중에 각 Xi가

짝수 개 들어 있는 것들의 개수를 an이라 하면 〈an〉n의 지수생성함수는(
x0

0!
+

x2

2!
+

x4

4!
+ · · ·

)k

=

(
ex + e−x

2

)k
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이다. 3-집합의 6-중복순열 중에 각 대상이 짝수 개 나타나는 것들의 개수를 구해 보자.
k = 3일 때의 지수생성함수는

(
ex+e−x

2

)3
= 1

8(e
3x+3ex+3e−x+e−3x)

def
= G(x)이다. 이것의

멱급수 전개식에서 x6의 계수를 구하고 여기에 6!을 곱하면 a6가 나온다. G(x)의 전개식에서

6차항은
1

8

(
(3x)6

6!
+ 3

x6

6!
+ 3

(−x)6

6!
+

(−3x)6

6!

)
=

1

8
· 2
6!
·
(
36 + 3

)
x6 =

732

4
· 1
6!
x6

이다. 따라서 a6 =
732
4 = 183이다.

이번에는 a6를 지수생성함수를 쓰지 않고 구해 보자. a6는

(1 + x2 + x4 + x6 + · · · )(1 + y2 + y4 + y6 + · · · )(1 + z2 + z4 + z6 + · · · )

의 전개식에서 차수가 6인 항들을 골라 x, y, z의 순서를 뒤섞어 만들 수 있는 문자열들의

개수이다. 차수가 6인 항들은

x6, y6, z6, x4y2, x4z2, x2y4, x2z4, y4z2, y2z4, x2y2z2

이다. 각 항에서 x, y, z의 순서를 뒤섞어 얻을 수 있는 문자열의 개수는

1, 1, 1,
6!

4!2!
,

6!

4!2!
,

6!

2!4!
,

6!

2!4!
,

6!

4!2!
,

6!

2!4!
,

6!

2!2!2!
이고, 이들을 다 더하면 3 + 6 · 6·52 + 6·5·4·3·2

8 = 3 + 90 + 90 = 183으로 앞서의 결과와 같다. a

예제 4.34 p238: 4.3.9, 4.3.10 a

5 최적화

5.1 최적배당문제

5.2 최적게임전략
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6 그래프

6.1 기본 개념

그래프는 꼭짓점과 그들을 잇는 변으로 이루어진 도형이며 집합론적으로는 다음과 같이 정

의된다.

정의 6.1 그래프(graph) G는 순서쌍 G = (V,E)로 정의된다.

단, V 는 공아닌 유한집합, E는 V 의 2중복조합의 다중집합이다.
V 의 원소를 꼭짓점(vertex, or node), E의 원소를 변(edge)이라 한다.
{x, y} ∈ E는 꼭짓점 x와 y를 잇는 변을 의미하며 이를 [x, y]로 나타낸다. a

정의 6.2 꼭짓점의 개수를 vG, 변의 개수를 eG로 나타낸다. vG를 G의 위수라고 한다. 혼동의

우려가 없을 때는 vG와 eG를 간단히 v와 e로 나타낸다.

[x, y]
def
= a ∈ E일 때 x와 y는 인접하다고 한다. 이때 a는 x, y에 물려있다고 하고 x와 y는 a

를 물고있다고 한다.

꼭짓점 x와 인접한 모든 꼭짓점들의 집합을 NG(x)로 나타내고 x의 이웃(neighborhood)이
라고 부른다.

x와 y를 잇는 변이 2개 이상 있을 때는 이 변들을 다중변이라고 하고 [x, y]1, [x, y]2 등으로

나타낸다. {x, x} 형태의 변을 고리라고 한다. 다중변과 고리가 없는 그래프를 단순그래프라 한다.

a

정의 6.3 G = (V,E)가 그래프라 하자. x ∈ V 일 때 G − x는 V 에서 x를 제거하고 E에서 x

에 물려있는 모든 변을 제거하여 얻은 그래프를 G − x로 나타낸다. W ⊆ V 일 때 G −W는

V 에서 W의 모든 원소를 제거하고 E에서 W의 원소에 물려있는 모든 변을 제거하여 얻은

그래프를 G−W로 나타낸다.

F ⊆ E일 때 G−F는 (V,E −F )를 뜻한다. G−{a}는 간단히 G− a로 나타낼 수 있다. a

정의 6.4 꼭짓점 x에 물려있는 변의 개수를 x의 차수(degree)라고하고 d(x)로 나타낸다. 차수가

0인 꼭짓점을 고립점(isolated node)이라고 한다. 차수가 1인 꼭짓점을 단말점(terminal node)이라
고 한다. 고리 하나는 그것을 물고 있는 꼭짓점의 차수에 2만큼 기여한다.
그래프 G의 차수의 최솟값을 δG로 나타낸다.

차수가 짝수인 꼭짓점을 짝수점, 차수가 홀수인 점을 홀수점이라 한다. a

정리 6.5 위수 ≥ 2인 단순그래프에서는 차수가 같은 꼭짓점 2개 이상 존재한다.

(증명). n에 대한 귀납법을 사용한다. n = 2인 경우에는 e = 0 또는 e = 1일 것인데 두 경우

모두 두 꼭짓점의 차수는 같다.

차수가 0인 꼭짓점이 있을 때는 귀납가설에 의하여 G − x에 차수가 같은 꼭짓점이 2개
이상 존재하므로 wlog 차수는 모두 양수라고 가정한다.

V = {x1, . . . , xn}으로 놓으면 각 xi는 자기 자신을 제외한 꼭짓점 하나 이상과 인접하므로

1 ≤ d(xi) ≤ n−1이다. d(x1), . . . , d(xn)은 모두 {1, . . . , n−1}의 원소이므로 비둘기집의 원리에
의하여 d(xi) = d(xj)인 i 6= j가 존재한다.
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정리 6.6 모든 그래프에서 꼭짓점의 차수의 합은 변의 개수의 2배이다. 즉∑
x∈V

d(x) = 2e

이다.

(증명). 각 변은 차수의 합에 2씩 기여한다. (변이 고리일 때와 아닐 때로 나누어 생각하여
확인한다.) 그러므로 차수의 합은 2e이다.

정리 6.7 모든 그래프에서 홀수점의 개수는 짝수이다.

(증명). 홀수 개의 홀수를 더하면 홀수이다. 따라서 홀수점의 개수가 홀수라면 모든 차수의

합은 홀수가 된다. 하지만 모든 차수의 합은 2e이므로 홀수일 수 없다.

정의 6.8 그래프 G1
def
= (V1, E1)에서 G2

def
= (V2, E2)로 가는 동형사상이란 전단사함수 f : V1 → V2

로서

(∀x, y ∈ V1)([x, y] ∈ E1 ↔ [f(x), f(y)] ∈ E2)

를 만족하는 것을 말한다. 두 그래프 사이에 동형사상이 존재할 때 이 두 그래프를 서로 동형이

라 한다. a

단평 6.9 그림으로 나타낸 두 그래프가 동형임을 보일 때는 다음과 같이 한다: 하나의 그래프
의 꼭짓점들을 x1, . . . , xn으로 이름 붙이고, 다른 그래프의 꼭짓점들에 적당히 x′1, . . . , x

′
n으로

이름을 붙여 xi와 xj가 인접할 때면이 x′i와 x′j가 인접하도록 하면 된다.

동형이 아님을 보일 때는 모든 전단사함수가 동형사상이 아님을 보이는 것은 작업량이

너무 많으므로 좋은 방법이 아니다. 그것보다는 한 그래프가 가지는 어떤 “성질”이 다른 그래

프에는 없음을 보이도록 한다. “성질”의 예로는 아주 간단한 것으로는 v, e 등이 있으며, 조금

복잡한 것으로는 “차수가 k인 꼭짓점이 m개 존재한다.”, “고리의 개수가 k이다.”, “k중변의

개수가 m이다.”, “삼각형이 k개 있다.”, “임의의 두 변이 인접하다” 등이 있다. a

그래프의 성질을 나타내는 것으로 유용한 것 중 하나가 차수열이다. 이것은 그래프의 곡짓

점을의 차수를 내림차순으로 배열한 수열이다. 동형인 그래프는 동일한 차수열을 가지지만

이것의 역은 일반적으로 참이 아니다. (예: p279 하단)

정의 6.10 음아닌 정수로 이루어진 내림차순 수열은 그것을 차수열로 가지는 단순그래프가
존재할 때 그래프적이라고 한다. a

음아닌 정수로 이루어진 내림차순 수열이 그래프적인지를 판단하는 가장 간단한 방법은

홀수의 개수를 세는 것이다. 이것이 홀수라면 그래프적이 아니다. 이것이 짝수라면 다른 방

법을 사용해야 한다.

정리 6.11 k = d1 ≥ d2 · · · ≥ dn ≥ 0인 정수 di들에 대하여 수열 d⃗
def
= (d)1, . . . , dn이 그래프적일

필요충분조건은

d⃗′
def
= (d2 − 1, . . . , dk+1 − 1, dk+2, . . . , dn)
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이 그래프적인 것이다. (d2에서 시작하여 d1개의 원소에서 1을 뺀다.) 단, d1 ≥ n이면 그래프

적일 수 없고, d2, . . . , dk+1 중에 0이 있어 이들 중에 −1로 바뀌는 것이 있어도 역시 안 된다.

(증명). 책에 나온 증명 참조.

주어진 수열이 그래프적인지 알려면 먼저 홀수의 개수를 세고, 그것이 짝수라면 위의 정

리를 이용하여 더 “작은” 수열로 변환한다. 이를 반복하여 충분히 작은 수열(모든 원소가 1
또는 0인 수열)을 얻게 되면 쉽게 답을 할 수 있을 것이다.
그래프적인 것으로 판명된 수열이 주어졌을 때 이것을 차수열로 가지는 그래프를 구성할

줄 알아야 한다. p283의 예는 그림이 조금 틀려있지만 아이디어는 맞다.

정의 6.12 그래프의 변 [x, y]에 [x → y] 또는 [x ← y]와 같이 방향을 준 것을 유향변이라 하고,

모든 변이 유향변인 그래프를 유향그래프라고 한다. (주의: 하나의 변에 방향을 양쪽으로 다 줄

수는 없다.)

두 유향변이 → • → 형태로 이어져 있을 때 이 두 유향변은 순접한다고 말한다. a

정의 6.13 G
def
= (V,E)가 주어졌을 때, 어떤 V ′ ⊆ V , E′ ⊆ E에 대해서 G′ def

= (V ′, E′)이 그래프

라면 이 G′을 G의 부분그래프라고 한다. 부분그래프의 개념은 유향그래프에도 그대로 적용된다.

V ′ = V 인 부분그래프를 생성부분그래프라고 한다. a

정의 6.14 그래프에서 경로(path)란 인접한 변들의 열을 뜻한다. 유향그래프에서 경로란 순접한
변들의 열을 뜻한다. 경로의 길이는 경로를 이루는 변의 개수를 말하며 이때 동일한 변이 두

번 이상 나타나면 모두 카운트한다. 길이가 0인 경로는 허용하지 않는다.
꼭짓점 x에서 출발하여 y에서 끝나는 경로를 (x, y)-경로라고 한다.
출발점이 끝점과 일치하는 경로를 폐로(closed path)라고 한다. 동일한 변이 두 번 이상 나

타나지 않는 폐로를 회로(circuit)라고 한다. 동일한 꼭짓점이 두 번 이상 나타나지 않는 회로
를 바퀴(cycle)라고 한다. 양 끝점을 포함한 모든 꼭짓점이 다른 경로를 직선경로(line path)라고
한다. a

정리 6.15 단말점이 없는 그래프는, 아래의 조건 중 어느 하나가 충족된다면, 회로를 가진다.

• 고립점이 없다.

• e ≥ 1

• 연결그래프이고 v ≥ 2 (연결그래프의 정의는 강의노트 56쪽에 있음.)

(증명). 책의 증명을 참조할 것. (위의 3 조건은 증명의 어느 부분에 사용되는가?)

연습문제 6.16 (p286)

(a) #1

(b) #2 (1), (2)의 명제들이 필요이상으로 복잡하다. 동등하고 더 간단한 명제로 바꾸어
증명할 것.

(c) #3 부등식만 가지고는 답이 되지 않는다. 그래프의 예를 들어야 한다.

(1)
∑

x∈V d(x) = 2e를 이용할 것.

55



(2)는 최대값을 최솟값으로 바꿀 것. (힌트: 주어진 위수 v를 가지는 그래프가 변을 최대

몇 개까지 가질 수 있겠는가?)

(d) #9, #10, #11

6.2 여러가지 그래프

정의 6.17 임의의 두 꼭짓점이 인점한 단순그래프를 완전그래프(complete graph)라고 하고 위수가
n ≥ 1인 완전그래프를 Kn으로 나타낸다. (K1은 변을 가지지 않는다.)

모든 꼭짓점의 차수가 동일한 그래프를 정칙그래프(regular graph)라고 한다. 꼭짓점의 차수가
r로 일정한 그래프를 r-정칙그래프라고 한다. a

정의 6.18 임의의 두 꼭짓점 x 6= y에 대하여 (x, y)-경로가 존재하는 그래프를 연결그래프(con-
nected graph)라고 한다.
그래프 G

def
= (V,E)의 연결부분그래프 G′(V ′, E′)로서 더 이상의 꼭짓점을 추가하면 연

결성이 깨지는, 그리고 E의 원소 중에 V ′에 물려있는 모든 변이 E′에 속하는 것을 G의
연결성분(connected component)이라 한다. (책에서는 “최대”의 연결부분그래프라고 했지만 최대
보다는 “극대”가 옳은 표현이다. 왜냐하면 최대라는 단어는 유일하다는 것을 암시하기 때문

이다. 연결성분은 당연히 여러 개 있을 수 있다.)

유향그래프에는 강연결그래프(strongly connected graph)라는 개념이 있다. 임의의 서로 다른
두 점 x, y에 대해서 (x, y)-경로와 (y, x)-경로가 모두 존재한다는 뜻이다. a

정의 6.19 연결그래프 G에서 적당한 꼭짓점 n개를 제거함으로써 연결성이 깨지거나 K1으로

환원되었을 때, 이러한 최소의 n을 점연결도라 하고 κ(G)로 나타낸다. 연결그래프가 아닌 그래

프의 점연결도는 0으로 정의한다.
비슷한 방법으로 변연결도를 정의하고 κ′(G)로 나타낸다. 변연결도가 1인 그래프에서 그것을

제거하면 변연결도가 0이 되는 변을 그 그래프의 다리(bridge)라고 부른다.

정리 6.20 G가 단순연결그래프(즉, 단순그래프인 연결그래프)라고 한다. 그러면 (1) κ(G) ≤
κ′(G) ≤ δG, (2) κ(G) ≤ 2e

v .

(증명). 책의 증명 참조.

정의 6.21 그래프 G
def
= (V,E)의 V 가 X, Y 의 두 부분으로 분할되어 모든 변에 대해서 그것을

물고있는 양끝점이 하나는 X에 다른 하나는 Y 에 속할 때 이 G를 2분그래프(bipartite graph)
라고 한다. 이때 (X,Y )를 V 의 2분할(bipartition)이라고 한다.
이때 X의 임의의 원소와 Y 의 임의의 원소가 인접하다면 G를 완전2분그래프라고 한다. |X | =

m, |Y | = n인 완전2분그래프를 Km,n으로 나타낸다. a

정리 6.22 그래프 G가 2분그래프일 필요충분조건은 G의 각 회로의 길이가 짝수일 것이다.

(증명). 책의 증명 참조.

정의 6.23 모든 변들이 서로를 교차하여 지나가는 일이 없도록 평면 내에 그릴 수 있는 그래
프를 평면그래프(planar graph)라고 한다.
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평면그래프 G에 의하여 분할되는 평면의 구역들을 G의 면(face)이라고 한다. 면의 개수는
fG로 나타낸다. a

평면그래프의 정의는 기하적인 직관을 이용한 것이다. Kuratowski(폴란드의 수학자, 1896-
1980)는 평면그래프의 집합론적 정의가 가능하도록 하는 정리를 증명하였다. (p297, 정리
6.2.10)
연결평면그래프에 대하여는 중요한 2개의 정리가 있다.

정리 6.24 (오일러의 공식) 연결평면그래프에서는 다음 등식이 성립한다.

v + f = e+ 2

(증명). e에 대한 귀납법을 사용한다. 책의 증명 참조.

평면그래프에서는 각 변의 날(blade)이라는 개념이 존재한다. 변의 양쪽 가장자리를 날이
라고 한다. 면 F와 인접한 날의 개수를 F의 (면)차수라고 한다. 평면그래프 외부도 하나의

면이므로 그것의 차수를 생각할 수 있다. (p295의 그림을 볼 것)
꼭짓점의 차수의 합이 2e이듯이 평면그래프에서 차수의 합은 2e이며 이 사실은 날의 개

념을 사용하여 쉽게 증명된다.

정리 6.25 G가 위수 3 이상의 연결평면단순그래프이면

v ≥ e

3
+ 2

이며 더욱이 G가 2분그래프이면

v ≥ e

2
+ 2

가 성립한다.

(증명). 모든 면의 차수가 3 이상이라는 사실과 오일러의 정리를 이용한다. 책의 증명 참조.

위의 정리는 쉽게 말하자면 변의 수가 결정되면 꼭짓점의 개수는 어느 한계 이상 작아질

수는 없다는 것이다. 왜냐하면 연결평면단순그래프에서는 꼭짓점의 개수가 줄어들면 차수가

늘어나면서 변들이 서로를 교차하게 되기 때문이다.

위의 정리를 이용하면 K5와 K3,3는 평면그래프가 아님을 쉽게 보일 수 있다. 쿠라토우스

키는 이 명제의 역으로 볼 수 있는 정리를 증명하였다.

따름정리 6.26 평면단순그래프에서는 차수가 5 이하인 꼭짓점이 존재한다.

(주의). 책의 명제에는 “단순”성이 빠져있다. 연결성은 wlog 가정할 수 있으므로 여기서는 생
략하였다. 증명 중에 정리 6.25를 사용하기 위수가 3 이상임을 가정해야 하는데 이것은 wlog
가능하다.

p300의 #7에 보면 이 따름정리보다 더 강력한 명제를 증명하도록 되어 있다. a

연습문제 6.27 (p300)
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(a) #1 답이 너무 많으므로 “단순그래프” 등 다양한 조건을 넣어서 답의 개수를 줄여 풀어
보라.

(b) #2

(c) #3에서 v2

2 는
v2

4 로 바꾸어도 된다.

(d) #4

(e) #5에서 (1), (2) 중 어느 하나의 조건만 가지고도 주어진 명제를 증명할 수 있다. Wlog
연결그래프를 가정해도 됨을 먼저 보일 것.

(f) #7

(g) #8 단순성을 가정해야 한다. 단순그래프가 아닌 경우에는 반례가 있다.

6.3 수형도

정의 6.28 회로가 없는 연결그래프를 수형도(tree)라 한다. (K1도 수형도이다.) a

보조정리 6.29 다음에 나오는 중요한 정리를 증명할 때 필요하다.

(1) 위수 2 이상의 수형도는 단말점을 가진다.

(2) e = v − 1 ≥ 1인 연결그래프는 2개 이상의 단말점을 가진다. (책에서는 연결성이 빠져
있는데, 연결성을 가정하거나 아니면 고립점이 없음을 가정해야 한다.)

(증명). 책의 증명 참조.

정리 6.30 연결그래프 G에 대하여 아래의 명제들은 모두 동등하다.

(1) G는 수형도이다.

(2) e = v − 1

(3) G는 각 변이 다리이다.

(4) G의 임의의 두 꼭짓점을 잇는 경로가 유일하게 존재한다.

(증명). 책의 증명을 참조한다. 단, 책에 빠져있는 “연결그래프” 조건이 사용되는 부분에 유의

해야 한다. 그리고 (1)⇒ (2)의 증명에서 vH = v = 1은 vH = v − 1의 오타이다.

그래프 G의 생성부분그래프로서 수형도인 것을 생성수형도라고 한다.

만일 G가 연결그래프라면 연결성이 깨지지 않는 범위내에서 변을 최대한 제거하면 이

생성부분그래프는 회로가 없을 것이다. 왜냐하면 회로의 한 변을 제거해도 연결성은 깨지지

않기 때문이다. 그렇다면 이 생성부분그래프는 수형도이다. 따라서 연결그래프는 생성수형도

를 가진다는 결론을 얻는다.

수형도에서 특정한 하나의 꼭짓점을 지정한 것을 유근수형도(rooted tree)라 한다. 왜냐하면
이 꼭짓점을 집어서 들어 올리면 이 그래프는 뒤집힌 나무 형택다 되기 때문이다. 유근수

형도에는 (반)순서관계가 존재한다. 이 순서관계에서 한 꼭짓점 x와 인접하여 아래에 있는

꼭짓점들을 자녀(kid)라고 한다.
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단말점이 아닌 각 점이 모두 일정하게 m개의 자녀를 가지는 유근수형도를 m-진수형도라
한다. 유근수형도에서 뿌리도 아니고 단말점도 아닌 꼭짓점들을 내부꼭짓점(internal node))이라
한다.

p309의 예제 6.3.5를 꼭 읽어 볼 것.

연습문제 6.31 (p316)

(a) #1

(b) #2 (2)에 오타가 있다. 2 +
∑

di≥3(di − 2)가 맞다. 위수에 대한 귀납법으로 증명된다.

6.4 회로

p319의 아래 부분에 있는 깊이 우선 검색(depth first search)에 의하여 주어진 연결그래프의 생성
수형도를 찾는 과정을 이해해야 한다.

그래프의 각 변에 적당하게 방향을 주어 강연결 유향그래프로 만들 수 있을 때 이 그래프

를 강연결화 가능이라 한다.

p320의 강연결화 가능성을 설명하는 그림은 화살표의 일부가 방향이 틀려 있다.

정리 6.32 연결그래프 G가 강연결화 가능일 필요충분조건은 G가 다리를 가지지 않을 것이다.

(증명). (⇐) 증명의 첫부분에 wlog 고리를 갖지 않음을 가정해야 한다. p321의 상단 그림에서
(x, y)-경로 γ와 (x, z)-경로 δ를, 이 두 경로가 공유하는 변이 없도록 잡을 수 없다는 것은

“다리를 가지지 않는다”는 조건에 의한 것이라고 설명하고 있는데 이것은 아래의 보조정리를

필요로 한다.

보조정리 6.33 G가 다리가 없는 연결그래프라면 G의 임의의 서로 다른 세 꼭짓점 x, y, z에

대해서 y에서 출발하여 x를 거쳐 z로 가는, 변을 중복하여 사용하지 않는 경로가 존재한다.

(증명). (이 증명은 한 수강학생이 제공한 것입니다.) “두 꼭짓점 사이의 거리”는 두 꼭짓점을

잇는 최단 경로의 길이인 것으로 정의한다. 단, 두 꼭짓점이 일치할 때는 거리가 0인 것으로
한다. 최단 경로는 변이나 꼭짓점을 중복 사용하지 않음에 주목하라.

“꼭짓점 w와 경로 p 사이의 거리”는 p 상에 있는 꼭짓점들과 w 사이의 거리 중 가장 작은

값을 말한다. 이제 다음의 주장을 증명하면 충분하다.

Claim: 변을 중복하여 사용하지 않는 (y, z)-경로 중에 x 까지의 거리가 0인 것이 있다.

변을 중복하여 사용하지 않는 (y, z)-경로 중에 x까지의 거리가 최소인 것울 pyz라 하자. x와 p

간의 거리가 d > 0이라고 가정하고 모순을 유도하면 된다. pyz 위의 점 중에 x까지의 거리가

d인 것을 취하여 w라 둔다. x에서 w까지의 최단경로를 pxw라 하자. 이 경로는 길이가 d이

다. pxw 위의 꼭짓점 중에 w와 인접한 것을 v라 하자. pxw는 변이나 꼭짓점을 중복사용하지

않으므로 v 6= w이고, x와 v 사이의 거리는 d − 1임을 알 수 있다. 따라서 v는 pyz에 속하지

않는다.

[v, w]는 다리가 아니므로 G − [v, w]는 연결그래프이다. 따라서 pyz 위의 각 꼭짓점마다

v에서 이 꼭짓점에 이르는 G − [v, w] 경로가 존재한다. 이들 중에 가장 길이가 작은 것을

취하고, 그때의 pyz 위의 꼭짓점을 w′으로 둔다. 이때 v와 w′을 잇는 경로를 pvw′으로 둔다.
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이 경로의 변들과 [v, w]와 pyz의 변들 중에 중복되는 것은 하나도 없다. 이때 w′이 w, y, z

중의 어느 것과 일치할 수도 있지만 이것은 하등의 문제를 일으키지 않음에 주목하라.

pyz에서 (w′, w)-경로를 제거하고, pvw′과 [v, w]를 넣으면 이것은 G 내에서의 (y, z)-경로가
된다. 이 경로는 변을 중복 사용하지 않으며 x까지의 거리가 d− 1 이하이다. 이는 d의 최소

성에 모순된다.

정의 6.34 그래프 G의 각 변을 단 한번씩만 지나는 (그리고 모든 변을 지나는) 경로를 G의
오일러경로라고 한다. 오일러경로 중에 회로인 것을 오일러회로라고 한다. 오일러 회로를 가지는

그래프를 오일러그래프라고 한다. a

정리 6.35 연결그래프 G가 오일러그래프일 필요충분조건은 G의 모든 꼭짓점이 짝수점일 것

이다.

(증명). 책의 증명을 참조한다. 단, 증명 중에 각 Gi가 C와 1개 이상의 꼭짓점을 공유해야
하는 이유는, 만일 그렇지 않다면 G의 연결성이 깨지기 때문이다.

예제 6.36 위수가 3 이상의 홀수인 완전그래프는 오일러그래프이다.

(증명). 책의 증명을 참조한다.

따름정리 6.37 연결그래프가 오일러회로가 아닌 오일러경로를 가질 필요충분조건은 홀수점이
딱 2개일 것이다. 이때 이 두 홀수점이 오일러경로의 양 끝점이 된다.

(증명). 책의 증명을 참조한다.

정의 6.38 그래프 G의 각 꼭짓점을 모두 지나되 단 한 번씩만 지나는 회로를 G의 해밀턴회로라고

한다. 해밀턴회로를 가지는 그래프를 해밀턴그래프라 한다. a

단평 6.39 해밀턴회로를 가질 여러 조건들이 책에 나와 있는데 이들은 오일러회로에 대한 것
보다 훨씬 더 복잡하다. a

연습문제 6.40 p335 #1

-end-
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